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! RESUME
Au moyen de divers capteurs de position (capteur magnétostrictif, barrette CCD,
. capteur de force), nous avons étudié divers oscillateurs mécaniques en translation et en
| : rotation, avec ou sans amortissement, en oscillations libres et en oscillations Jorcées.
i Sont étudiés a la fois des oscillateurs harmoniques et des oscillateurs dans lesquels les
termes non-linéaires conduisent & des oscillations anharmoniques ou & un comportement
; chaotique. Une éiude quantitative précise est réalisée sur ces divers oscillateurs et en
I particulier sur les oscillateurs & plusiewrs degrés de liberté. On termine par une compa-
raison avec ce que donne le logiciel de simulation Interactive Physics.

1. INTRODUCTION

L'étude des oscillateurs mécaniques permet de mettre en évidence, de manidre
i conerete et visuelle, de nombreux phénomenes intéressants :
b ¢ Les oscillations libres permettent d’étudier les paramétres qui régissent la (pseudo)
période et de caractériser les phénomenes d’amortissement fluide ou solide. Les études
énergétiques visualisent I'échange entre les formes d’énergies cinétique et potentielle.
Lorsqu’elles existent, les non-linéarités de I’équation différentielle qui régit le systéme
peuvent &tre caractérisées par analyse harmonique ou par description dans le plan de
phase.

¢ Les oscillations foreées permettent de donner naissance 3 des phénomenes de réso-
nance et, plus généralement, de caractériser la nature du filtre que constitue I’oscilla-
teur. Le lien avec I'étude en régime libre peut étre établi. Le régime transitoire qui
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RESUME

Au moyen de divers captewrs de position {capteur magnétostrictif, barrette CCD,
capteur de force), nous avons étdié divers oscillateurs mécanigues en translation et en
rotation, avec ou sans amortissement, en oscillations libres et en oscillations Jforcées.
Sont étudiés a la fois des oscillateurs harmoniques et des oscillatewrs dens lesquels les
termes non-linéaires conduisent & des oscillations anharmoniques on & un comportement
chaotique. Une éiude quantitative précise est réalisée sur ces divers oscillateurs et en
particulier sur les oscillatenrs & plusiewrs degrés de liberté. On termine par une compa-
raison avec ce que donne le logiciel de simulation Interactive Physics.

1. INTRODUCTION

L'étude des oscillateurs mécaniques permet de mettre en évidence, de maniére
conerdte et visuelle, de nombreux phénoménes intéressants :
¢ Les oscillations libres permettent d’étudier les paramitres qui régissent la (pseudo)
périade et de caractériser les phénomenes d’amortissement fluide ou solide. Les &tudes
énergétiques visualisent I'échange entre les formes d’énergies cinétique et potentielle.
Lorsqu’elles existent, les non-linéarités de I'équation différentietle qui régit le systéme
peuvent étre caractérisées par analyse harmonique ou par description dans le plan de
phase,

¢ Les oscillations forcées permettent de donner naissance 3 des phénoménes de réso-
nance et, plus généralement, de caractériser la nature du filtre que constitue I’ oscilla-
teur, Le len avec I'étude en régime libre peut &tre établi. Le régime transitoire qui
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précede I'établissement du régime permanent constitue une belle illustration de la
résolution d’une équation différentielle avec second membre.

¢ L'étde des systemes couplés 4 deux (ou plus) degrés de liberté constitue également
une belle itlustration des syst@mes d’équations différentielles conplées et donne accés
4 des notions importantes comme existence de modes propres et les relations de
dispersion.

Nous décrirons les différents dispositifs mécaniques utilisés en détaillant surtout des
dispositifs que Pon ne irouve pas couramment dans les catalogues de matériel pédago-
gique mais qui donnent des résultats de grande qualité. Une place importante sera donnée
aux dispositifs d’enregistrement en particulier A ceux utilisant les capteurs de déplace-
ment magnétostrictifs et cenx utilisant une barrette de photodiodes.

Les enregisirements et les traitements des données seront effectués au moyen du
logiciel Synchronie. Nous terminerons avec une comparaison des résultais expérimentaux
avec ce que domne, dans quelques cas, le logiciel de simulation Interactive Physics.

2. DIFFERENTS OSCILLATEURS MECANIQUES
2.1. Oscillateurs & un degré de liberté

Dans le cas linéaire, ce sont des mouvements qui sont décrits par une équation diffé-
rentielle du deuxiéme ordre & coefficients constants du type :

mX + fX + Kx = Fsinat
soit en coordonnées réduites : X + 24 x + @) x = F/msin ot

Le deuxigme membre de P'équation diftérentielle décrit I'excitation extérieure du
systéme donc les oscillations forcées. En oscillations libres, ce deuxidme membre est nul.
Le tableau ci-dessous indigue les termes correspondants pour les différents types d’os-
cillateurs envisagés ; [a demitre colonne rappelle Ia situation du circuit RLC série.

X Posttion x Angle 0 Angle 0 Charge q
m Masse M Moment d’inertie I} Moment d’inertie I| Inductance L
K Raideur** K Cte de torsion C Mga iC

; KM i Mga/l 1/L.C

(*} Pour le pendule pesant, le couple de rappel est de Ia forme Mga sin 8 ; & Papproximation des pelites oscil-
lations sin § = 0.
{**) La raideur est notée K dans cet article pour [a distinguer du nombre d’onde k

2.1.1. Oscillateur élastique

¢ Masse M suspendue 3 un ressort de ratdeur K (oscillateur vertical : ¢f. figure 1a} : étude
de la période propre d’oscillation (en réalité de fa pseudo-période mais I'amortisse-
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ment trés faible permet de les confondre) avec un chronometre et influence des para-

métres M et KB,
;M
T=2n "I‘E

Pour réaliser un enregistrement, nous avons utilisé un capteur de force (basé sur une
Jjauge de contrainte) : Ia force exercée & U'extrémité supérieure du ressort sur le capteur®
anquel il est suspendu est proportionnelle & son allongement donc varie linéairement
avec la position y(t). Comme le capteur fournit une tension qui varie linairement avec
la force, Ia tension est une image (4 un décalage pres), de la position. Cette disposi-
tion présente 1'intérét d’avoir des frottements extrémement faibles,

4 Une variante consiste 3 réaliser un oscillateur horizontal en plagant la masse entre
deux ressorts {dans ce cas, la raideur équivalente est égale & la somme des raideurs
des deux ressorts). Afin de diminuer autant que possible les frottements, cette expé-
rience se réalise sur coussin d’air avec une table 3 mobile autoporteurs ou, mieux, avec
une table & digitaliser (cf. figure 1b).

K stylet

ﬁf"f‘lﬂ m Wf\
table 4 digitaliser

Figure 1a Figure 1b

L'intérét de la table & digitaliser est de fournir Penregistrement de 1a position x(t)
en fonction du temps ce qui permet de vérifier le caractdre oscillatoire sinusoidal (plus
ou moins amorti) et de calculer la vitesse afin de réaliser une éiude énergétique
(E,=12Mv" et E =12K 1. Le résultat est rarement tres satisfaisant : les frottements
résiduels, I'influence du tuyau d’amenée de I’air comprimé au mobile ainsi que la préci-
sion limitée de pointage de la table font que le mouvement est approximativement sinu-
soidal. Ce défaut est surtout génant pour Ie calcul de la vitesse par dérivée de la position :
la conservation (& amortissement pres) de I’énergie mécanique est vraie en moyenne
mais présente un « bruit » important, On peut, certes, améliorer un peu le résultat par
lissage de x(t) avant dérivation. Une discussion intéressante de ces problémes de dériva-
tion numérique est fraitée dans un arlicle récent de G. BOUYRIE [1]. Mais si F'on veut
obtenir des résultats de bonne qualité, le plus satisfaisant est d’améliorer & la fois le
dispositif mécanique et le dispositif d’envegistrement {voir § 2.1.3.).

{1} En réalité, it faudrait tenir compte de ta masse my du ressort ef une meilieare approximation de ka formule
donnant la période serait de remplacer m par par m + mg /3.

{2} Un capteur de 2 type de marque Vemier est commercialisé par Phylab et Maison des Enseignants de Provence.
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Remarques
+ La position du mobile peut aussi se mesurer avec un potentiometre liquide 2, 3, 41

+ Un dispositif commercial (Jeulin) utilise ce type d’oscillatenr, Ia détection de position
s’effectuant par une plaque d’opacité variable passant dans une barrigre lumineuse.
La linéarité de la détection est convenable mais les frottements sont assez €levés (et
le dispositif est trés bruyant).

2.1.2. Pendule pesant

Notons d’abord que cet oscillateur n’est harmonique que pour les faibles oscilla-
tions. Dans ce dernier cas, la période est :

[T
T=2f{——
Mga
1 : moment d’inertie du pendule par rapport & son axe de rotation,

M ; sa masse.
a : la distance entre I'axe de rotation et le centre d’inertie du pendule.

Dans le cas d’un peadule simple de longueur / (masse quasi ponctuelle au bout d'un

fif), la période se ramene A :
T= [/,
Ve

On peut le réaliser avec, par exemple, une tige métallique tournant autour &’un axe. Afin
de réduire les frottements sur I’axe, il est nécessaire d'utiliser un roulement & billes pour
la rotation.

La détection de I’angle peut se faire avec un potentiométre rotatif monté sur ' axe mais
les frottements font qu’il est préférable d’utiliser un codeur optique avec éventueliement
une électronique de comptage et un convertisseur numérique - analogique {51. Si 'on veut
étudier les oscillations & trés grand angle, il faut prévoir un capteur sans butée, On peut
aussi utiliser un potentiomdtre liquide pour les faibles oscillations. Nous voudrions proposer
ici un capteur de déplacement magnétostrictif d’utilisation wés générale et qui peut convenir
i la plupart des dispositifs. On trouvera en annexe 1 le principe de ce capteur.

Sur le plan pratique, la mise en ceuvre de ce capteur (rés utilisé dans I'indusirie)
est remarquablement simple : il suffit de fixer un aimant permanent (il peut étre de petite
dimension : nous avons utilisé celui fourni par le fabricant du capteur on un petit aimant
de fixation sur tableau magnétique) sur Pobjet dont on veut enregistrer la position, On
place le capteur au voisinage (1 & 2 mm) de ’aimant, sans contact et donc sans frottement.

Pour un pendule pesant dans le cadre des faibles oscillations, on peut placer 1'ai-
mant & 'extrémité du pendule (¢f. figure 2a}. En revanche, si 'on désire justement étudier
les non-linéarités avec de tres fortes oscillations (jusqu’a + 180°), on réalise la conver-
sion angulaire-linéaire au moyen d’un fil s’enroulant autour d’un cylindre solidaire du
pendule et centré sur 'axe (¢f. figure 2b). L’aimant est fixé sur le fif,

Brude expérimentate des oscillations mécaniques Le Bup n° 867 (1)
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Ly BTy
jj capteur fvf
magnétostrictif
alrnant
capteur
magnétostrictf
Figure 2a Figure 2b

2.1.3. Oscillateur mixte (élastique et pesant)

Afin de réduire les frottements résiduels du pendule élastique horizontal, il est inté-
ressant de réaliser le dispositif de la figure 3, La force de rappel qui s’applique sur le
solide de masse M (une plague d’aluminium de 15 3 20 cm de ¢6té et de 2 mm d’épais-
seur) lorsqu’on I’écarte de sa position d’équilibre de la grandeur x, est fa somme de I'ac-
tion des ressorts et de celle du pendule pesant.

Figure 3

Dans le cas des faibles oscillations du pendule (lorsqu’on peut assimiler sin 9 et 9,
elle s’écrit done :
F=2Kx+Mgx/!
K : raideur de chacun des ressorts.
! longueur du pendule simple synchrone du pendule, / est trds voisin de la distance OT
enire Ie point de fixation et le centre d'inertie du solide de masse m,

Numériquement, en prenant K = 15 N/m, M = 0,2 kg et f = 50 cm, le terme élastique
est prépondérant (30 par rapport & 4). Les approximations sur le pendule pesant et ap-
proximation des petites oscillations (pratiquement 8 ne dépasse jamais 5°) ont donc une
influence tout 3 fait négligeable.

L'intérét de cette disposition est aussi qu’il est facile d’introduire un amortissement
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fluide en faisant passer la plague d’aluminium dans entrefer d’un électroaimant [6]. Les
courants de Foucault induits produisent un freinage proportionnel 2 la vitesse . En agis-
sant sur la valeur du champ magnétique, on peut contriler le coefficient d’amortissement
du pendule dans de grandes proportions. On peut méme atteindre le cas du régime
critique o= o,) et du régime apériodigue.

Pour étudier les oscillations foreées, il faut appliquer une force alternative sinusof-
dale sur la masse. Une solution particulitrement commode et précise consiste & utiiser
un moteur pas & pas (dont la vitesse de rotation est contrdlée par 1a fréquence d'un signal
TTL délivré par un générateur BF). Sur I'axe de ce moteur, on fixe un disque sur lequel
on peut placer une tige excentrée autour de laquelle s’accroche la boucle d’un fil. A
'autre extrémité du fil, on place un ressort R, de faible raideur K, dont 'autre extrémité
est accrochée sur une spire d’un des ressorts de 'oscillateur, proche de Pextrémité fixe
selon la figure 4.

moteur pas A pas

&

Ry

Figure 4

En annexe 2, on détaille le calcul montrant que cette fagon de procéder modifie
extrémement peu la fréquence propre de I'oscillateur de départ (de I'ordre de 1 pour
1000) tout en réglisant bien excitation désirée. L'amplitude de Pexcitation (f'analogue
de P"amplitude du générateur excitant un circuit RLC) peut étre modifide :

— en changeant 'excentricité de la tige ;
— en changeant la spire sur laquelle on accroche le ressort R, ;
— en changeant la raideur K_ de ce ressort,

&
En particulier, lorsque I'amortissement est trés faible, la résonance est aigué et 'am-
plitude de Pexcitation doit étre trés faible également si 'on ne veut pas dépasser les
amplitndes tolérables de Foscillation.

Remargue : cetie facon de procéder constitue une amélioration trés sensible des
dispositifs du commerce (Didalab, Pierron) dans lesquels il est justement difficile d’étu-
dier les cas les plus spectaculaires (avec faible amortissement) !

2.1.4. Pendule de torsion

Cette fois, ¢’est un mouvement de rotation d'un solide et le couple de rappel est
produit par un fil de torsion on, mieux, par un ressort spiral (voir remarque). C’est fe cas

{3} C'est nettement préférable au freinage introduit par une palette se déplagant dans un liquide gui, contrai-
rement & ¢¢ que Fon pourrait ¢roire, ne fournit pas un frottement de type fluide ¢’est-a-dire proportionnel
3 12 vitesse {sauf en régime laminaire).

fitude expérimentale des oscillations mécaniques Le Bup n° 867 (1)
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du pendule de Pohl proposé par différents constructeurs (Leybold, Didalab), Comme le
pendule élastique rectiligne, il est strictement harmonique (tant qu’on ne dépasse pas les
limites élastiques du fit ou du ressort),

Remarque : il est parfois assez difficile de se procurer un ressort spiral. En revanche,
un ressort @’ élongation habituel accepte bien (surtout lorsqu’il est d’assez grand diamétre)
de se comporter en ressort de torsion,

L'enregistrement de la position angulaire peut se faire selon les méthodes proposées
précédemment. Pour utiliser le capteur de déplacement magnétostrictif, on réalise une
conversion mécanique angle - position comme en figure 2b. Un des intéréts de ce dispo-
sitif est de permetire, en plus, Pétude du mouvement de ’oscillateur dans un puits de
potentiel & deux minimums conduisant & de trés fortes non-lindarités et & des phénomenes
de bifurcation voire de chaos en oscillations forcées.

2.2, Oscillateurs a N degrés de liberté

Cetie fois, si I’on veut enregistrer le mouvement de plusienrs solides simultanément,
la solution gue nous avons retenue est celle proposée par Leybold avec fe dispositif
Videocom,

Chacun des objets a suivre est doté d'wn réflecteur (catadioptre} et ’ensemble est
éclairé de manitre stroboscopique par un ensemble de LED. Une caméra CCD (barrette
de photodiodes) enregisire I'image des différents objets. Le logiciel détecte les positions
successives de ces différentes images et construit un tableau [t, x, x,...]. Une exploita-
tion peut se faire directement dans le logiciel Videocom. Nous avons préféré transférer
le tableau dans le logiciel Synchronie afin de profiter de sa feville de calcul.

Remargue 1 : ce dispositif fonctionne trés bien également pour un seunl mobile.
Nous avons préféré le capteur magnétostrictif car le signal du capteur étant une tension,
il peut s’acquérir avec une carte d’acquisition standard et le traitement s’effectuer direc-
tement dans le logiciel d’acquisition (sans avoir besoin de transférer d’abord le fichier).

Remarquie 2 : le transfert se fait par I'intermédiaire du presse-papier. Le tableau est
d’abord collé dans le bloc-notes {(ou Wordpad) de fagon a corriger 1a premiére ligne du
tablean qui contient le nom des variables mais aussi les unités. On supprime ces dernigres
et on sauve le tableau ainsi modifi€ en format txt lisible par tout tableur standard (dont
Synchronie).

2.2.1. Oscillateur & deux degrés de liberté {pendules couplés)

11 est simplement formé de deux pendules simples identiques formés d’'une masse
suspendue 2 un fit {masses en forme de cylindre d’axe vertical en métal suffisamment
brilant - ou recouvert de papier atumninium - pour donner un reflet directement visible par
Videocom).

Un ressort de faible raideur (5 N/m) est placé & un niveaun variable entre les pendules
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{¢f. figure Sa). On étudie les oscillations libres en écartant manuellement un (ou les deux)
pendule de sa position d’équilibre.

JLTTLL

I 3

Figure 5a Figure 5b Figure Sc¢

2.2.2. Oscillateur a N degrés de liberié

Nous reprenons la méthode déerite au § 2.1.3. @ pendules mixtes (élastique et pesant)
selon le schéma de ia figure Sb. Nous avons réalisé un dispositif avec quatre masses et cing
ressorts identigues (en immobilisant certaines masses, on peut faire les situations cormres-
pondantes & trois masses, deux masses, voire une masse). Pour éviter des oscillations para-
sites transversales, chaque pendule est bifilaire (¢f. figure 5¢). Nous nous sommes intéressés
aux oscitlations forcées en excitant le dispositif par Ia méme méthode que celle déerite en
figure 4. Les résultats et leur interprétation sont présentés plus loin (§ 3.3.2. et annexe 4).

3. RESULTATS

3.1. Oscillations libres
3.1.1. Oscillations Iibres faiblement amotties

¢ Oscillateur vertical et captenr de force

Les oscillations les moins amorties ont été obtenues avec 'oscillateur élastique
vertical (§ 2.1.1.). L'envegistrement de la position est obtenu avec le capteur de force et
présenté en Bnr 1. L'ajustement de la position avec une fonction sinusoidale amortie de
fa forme Y, + Y, cos{w,t+ @)exp( — m o,1) conduit 2 une valeur de m de 0,4 107 soit un
coefficient de qualité Q = 1/2m de 1250,

En revanche, Ia qualité de I'enregistrement (bien que trés convenable} apparait limitée
lorsqu’on désire vérifier la conservation de Pénergie mécanique EM. Sans précautions
particulidres (sans lissage sur la position ni sur la vitesse), on observe des fluctuations
gui peuvent &tre génantes pour pouvoir convainere un éldve de Ia conservation de EM
{(Enr 2, fendire de gauche).

Avec lissage de position (d’ordre 5) et dérivation avee lissage (d’ordre 5 également),
on observe une amélioration limiiée (Enr 2, fenétre médiane).On pourrait naturellement
améliorer plus franchement en augmentant 1’ordre du lissage mais ce serait au détriment
de I’amplitude observée,

Etude expérimentale des oscillations mécaniques Le Bup n° 867 (I)
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Enr 2

La fenétre de droite est réalisée en prenant les points du modgle exponentiel amorti ;
cette fois, les résultats sont « parfaits » (mais on est § la limite de la tricherie 1),

¢ Oscillateur horizontal et capteur magnétostrictif

Le meilleor résultat est obtenu avec Ioscillateur mixte et le capteur magnétostrictif
(§ 2.1.3.). Losciilateur est lancé manuellement et I’enregistrement commence lorsqu’on
le laisse osciller librement. Les parametres d"acquisition sont : 2000 échantillons de 20 ms,
avec moyenne de 10 mesures par échantillon.

Enr 3 : oscillation libre, modélisation par sinusoide amortie en Y, exp(— m ,t) cos
(0,t + @) + Y. Le tres faible décalage Y, vient d’vn centrage imparfait du capteur. L'écart
entre les points de mesure et la modélisation est pratiquement imperceptible. Le caleul
de la vitesse par dérivation (sans lissage préalable) donne un signal tr®s peu bruité ce qui
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Enr 4

confirme Iexcellence de Penregistrentent.

1’amortissement (de type fluide) est visible sur une longue durée d’enregistrement
mais reste négligeable sur une dizaine d’oscillations (in = 0,00286 soit un coefficient de
qualité de Q= 1/2m=174).

Brude expérimentale des oscillations mécaniques Le Bup n° 867 (1)
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Feuille de caleul : (M =0257kg ; K=15Nm ; /=0, 5m)
v=deriv(cal,t

ec=0,5%0,257*v*y

ep=0.5%2%15 + 0.257%9.8/0.5y*(ea0+0.076)"2

em=ec+ep

Enr 4 : tracé des énergies cinétique (1/2 M v?), potentielle (2% 1/2 Kx” + 172 Mx’g/b) et
totale. On constate la trés bonne conservation de I'énergic totale (A I'amortissement faible prés).

3.1.2. Influence de Pamortissement fluide

En alimentant I'électroaimant {(transformateur démontable Leybold avec pitces polaires
planes distantes de 1 cm et deux bobines de 500 spires) avec un courant I de respective-
ment0A, 0,3A, 1 A, 1,5Aet2A, on observe les fenétres 2, 3, 4, 5 et 6 de BEnr 5, Les
modélisations par sinusoide amortie donnent des coefficients d’amortissement} qui varient
comme o’ + A, (fe champ B est pratiquement proportionnel 4 I, les courants de Foucauit
induits &galement et donc les forces de Laplace sur ces courants sont proportionnels & 1)
en tenant compte de 'amortissement fluide résiduel A, {essentiellement dii aux frotte-

1S

ments dans ’air). C’est ce qui est représenté en fenéire I,

Erovucnt — BT e : | Lz
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pioseellt SRR SRR ! ety 20 habdawntn |||
B : L cmems= B g2

it

RO .A.A..m-'l-ema‘g.;
1080 +1500

2miA : . . .
A a=U35 b=4183 lembia=0103 "]
omega=LEBY [ phi=d50

L s 0048 b= A5, eebda T 061
D omsges HED | pis AT

+2.08

L T

C Nempst

et Tomps ) P Tempsd : : : .
250 +500 750 +1900 +1250 1

*250 +500 <750 0D +1250 4250 4580 e750  +1A00 12

Enr 5

3.1.3. Influence de Pamortissement solide

On utitise un pendule pesant composé dans I"approximation des faibles oscillations.
Le frotternent sokide est provoqué par une tige métallique lestée qui appuie sur une partie
cylindrique solidaire du pendule {cf. figure 6).
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[ ]
Figure 5h

En modifiant la valeur de fa surcharge, on peut modifier 1a valeur de la force de frot-
tement F. Les enregistrements (Enr 6) présentent les résultats pour différentes valeurs de
F. On constate 'enveloppe rectiligne du régime oscitlatoire, conforme 3 ce quindique la
théorie.

e 2 bl 0 i e wem e omb  Es

Enr 6

On constate aussi que Ia position d’areét n’est pas la position d'équilibre sans frot-
tement et dépend des conditions initiales (fenétres 3 et 4}, C’est une caractéristique parti-
culitrement génante : le frottement solide est & éliminer autant que possible dans les
dispositifs oscillants (un instrument de mesure analogique 2 aiguille par exemple).

Fiude expéeimentale des oscillations mécaniques Le Bup n° 867 (1)
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3.1.4. Pendule pesant a grand angle

On utilise le dispositif de la figure 2b. On part d’une position initiale qui corres-
pond, & trgs peu prés, A 0 = & (position d'équilibre instable}.On constate immédiatement
sur Penregistrement (Enr 7) que les premitres oscillations ont une période sensiblement
plus longees que les suivantes. De plus, le mouvement est assez ¢loigné d’une courbe
sinuscidale. C’est encore plus apparent lorsqu’on calcule la dérivée pour visualiser la
vitesse.

v, thaly : T witassa ;ng'&ra
g | T Y NP

h2eg [----4 0 oo

2500 *3H03 *3500 Hid +15403

Enr 7

5 <1658 1800 2550

Il y a plusieurs fagons de caractériser ces non-linéarités :

# Le tracé dans le plan de phase (Enr 8) 8 =£(8) montre que le mouvement n’est pas
sinusofdal : si ¢’était le cas, la courbe aurait la forme d’une elfipse (I’amortissement
entraine que Ia courbe spirale vers le centre). C'est seulement lorsque Pamplitude a
déeru que la forme devient elliptique.

aon | B . L

+2.00

400 fo-eeeseees ........... : = e eae e , ............
: : : thetatt

200 400 ) +1.00 +2.00
Enr 8

¢ La mesure des périodes successives des oscillations montre le non-isochronisme de
celles~ci. La aussi, c’est seulement lorsque I'amplitude a beaucoup décru qu’on
refrouve cet isochronisme de période T, Il est méme possible de vérifier (cf, figure 7)
qu’en situation intermédiaire (6 < m/2) la période vérific & peu pres la relation de
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92
Borda : T="1, 1-!-—}

16

Attention, cette relation n’est plus valable A trés grand angle. L'écart entre la période
expérimentale et celle donnée par cette formule approchée est de Pordre de 0,3 % 2
60° mais atteint déja 2 % & 90° (et 20 % & 140° ). En annexe 3, nous présentons e
calcul exact de la période sans I'approximation des petits angles.

Remarque : pour mesurer aufomatiquement cette période en fonction de "amplitude
angulaire, on peut utiliser (dans Synchronie 2003) ces quelques lignes de calcul (theta
étant I’¢élongation instantanée en radian envegistrée ici sur 8000 points) :

Env = cretemaxi(theta,0.1) {construction de 'enveloppe}

Tpas= seuil{theta,,0,1) {instants de passage & 0}

n=rampe{1,8000) {tableau de nombres entiers entre 1 et 8000}
at=strunc(n, 101) ftroncature du tableau au nombre de points

des tableaux Env et Tpas}
Tper= deriv(tpas,nt)

tper, Modéle

P SRS SRR OOV SO I

1 B CREREEEE ‘ ........ ........ _', =]

500 | IO A R O
| T= 2.788"(1 4theta*2/16)

theta

+0.50 #1100  +150  +2.00

Figure 7

+ La transformée de Fourier de 'entegistrement d’une oscillation & grand angle (Enr 9) fait
clairement apparaitre une fréquence fondamentale de fréquence N et une composante
a la fréquence 3 N. C’est encore plus net sur la vitesse angulaire (spectre de droite) :
la dérivation de 8 = sin{mt) + a sin{3 w¢) donne dd/dt = wcos (@) + 3ancos Bmt) . On
voit méme I'harmonigue 5.

Remarqgue : 1a présence d’un harmonique 2 de faible amplitude (normalement nal)
provient de I’amortissement (faible} qui fait apparaitre une légére dissymétrie du signal.

Etude expérinentale des oscillations mécaniques Le Bup n® 867 {1)
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5_angleff} . : . eig0 ] Sdlesaff).. 0 L
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] IEE 168 +150 I 050 1100 150
Enar 9

3.1.5. Pendule de lorsion avec dotble ptiis de potentiel

Le pendule de torsion simple est strictement harmonique ¢’est-ii-dire que le puits de
potentiel correspondant est parabolique E,= 172 ¢ 0% Il est facile de le modifier afin d’avoir un
potentiel 3 deux puits ; 1l suffit de fixer (4 la distance  de 1'axe de rotation) une masse m
sur le disque en rotation en position supérieure de manire & créer deux positions d’équilibre
possibles, une 3 gauche, I'autre 4 droite de fa position d’équilibre initiale (¢f. figure 8a).

1 8’ajoute alors un terme potentiel égal & — mg / (1 — cosB) ce gui conduit au poten-
tiel & deux puits de {a figure 8b.

Epl

t
t
t
'
¥
t
]
1
¢
]
]
]
'
1
]
L]

Vita peY

Figure 8a Figure 8b

Le pendule ayant ét€ écarté fortement d’une de ses positions d’équilibre, il va
osciller librement et, au cours de son amortissement, il va finir par « tomber » dans un
des deux puits de potentiel. II est difficile de prévoir dans lequel car cela dépend de
maniere critique des conditions initiales (ceite grande sensibilité aux conditions initiales
conduit & un comportement chaotique en régime forcé).

L’enregistrement (Enr 10) de la position @(t) puis le calcul de la dérivée d6/dt
conduit au portrait de phase ci-aprés (Enr 11).

Le mouvement osciliatoire est d’abord tres éloigné d’un mouvement harmonique.
Ensuite aprés une « bifurcation » il s’en rapproche progressivement et lorsque I'ampli-
tude devient faible, le mouvement est sensiblement sinusotdal. On notera la grande
analogie de ces résultats avec ce qui a été obtenu au moyen d’oscillateurs non-linéaires
en électronique par M. Kros {71,
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i0? || heta, v 1 iecse angolaire
P

oo | SN N O OO SO P SO

0
as0 I Gk Y AR o . P
FRTN 0 B SN et A i RPN RTPTIPRN OISR RS
: : T_ERT
+5.00 +i0B0 1580 42000 +2600  +3000  +3500 #4000  +45.00
Enr 10

Ear 11

3.2, Osciilations forcées
3.2.1. Osclilateur harmonique

Les oscillations forcées sont étudiées avec le pendule mixte, Pexcitation étant réalisée
connne en figure 4, Pour une valewr de Pintensité dans I'électroaimant, on fait varier la
fréquence du générateur BF qui commande le moteur pas & pas. Le moteur utilisé ayant
48 pas, ta fréquence d’excitation est contrflée avec grande précision {une variation de
I Hz sur le BF correspond 2 = 0,02 Hz). On enregistre I’établissement du mouvement forcé
sur lequel on observe des battements qui s’atténuent progressivement. Bn effet, 1a solution
générale de I'équation différentielle avec second membre X + 24 X + o) x = F/msin ot est
la somme :
¢ de Ia solution générale de I’équation sans second membre, sinusoidale amortie (lorsque

I’amortissement caractérisé par A est faible : L <) de pseudo-pulsation voisine de la
pulsation propre G, de la forme A sinw, texp(—At) ;
¢ de la solution particulizre de ’équation avec second membre de pulsation o imposée.

Firde expérimentale des osciliations mécaniques Le Bup n* 867 (1)
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Le résultat est un phénomine de battements entre ces deux fréquences, batiements
qui s’atténuent avec 1’amoriissement de la solution en o, En régime permanent, il ne
reste que Ie régime forcé 3 la pulsation ®.

Les oscillateurs mécaniques, de péricde longue, avec la possibilité de réaliser un
amortissement faible, sont particulitrement révélateurs de ce comportement transitoire
{les oscillateurs électriques de type RLC présentent naturellement le méme comporte-
inent mais il est généralement moins apparent - sauf lorsqu’on e recherche spécialement
en utilisant des « trains d’onde »).

Lenregistrement (Enr 12) ci-dessous visualise le mouvement obtenu avec un oscil-
lateur de fréquence propre f, excité & une fréquence de f,, : on apergoit des battements
de fréquence i =f,—

Plusieurs situations sont représentées dans Jes différentes fendtres :
fendtrel : excitation de fiéquence 1,823 Hz (87,5 Hz sur le BF) ;
fendtre2 : excitation & !,875 Hz : on est proche de la résonance puisque on ne voit plus
de battements ;
fenétre 3 ; 1,917 Hz {en bas) et 2,0 Hz ;
fendtre 4 ; 2,083 Hz {en bas) et 2,292 Hz.

£

BRa

YRR AR SN

7 e ————

ey

it : : : . Tlmjparn LI
B Wil SR E PHE Wl W

Enr 12

On peut mesurer la période des battements : un exemple sur la fenétre 4 donne une
période de 5,1 s soit une fréquence de 0,196 Hz. Cette fréquence est la différence entre la
fréquence propre 1,887 Hz et la fréquence imposée 2,083 Hz. C’est méme une méthode
trés précise pour déterminer la fréquence de résonance car il est fastidieux de la recher-
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cher point par point en faisant vacier la fréquence de P'excitation : il faut chaque fois
attendre que le régime transitoire ait disparu. Ce régime transitoire posséde une constante
de temps qui vaut T= 1/A et il faut attendre pratiquement un temps de I'ordre de 5 © avant
de pouvoir négliger le régime libre. Dans I'expérience ci-dessus, A est de Pordre de 0,13 5™
et le régime permanent est observé an bout d’ane quarantaine de secondes. On reléve
également amplitude A atteinte par le régime permanent (apres la disparition du régime
transitoire) 2 cette fréquence imposée. Pour différentes valeurs de £, on effectue la méme
mesure puis on trace la courbe de réponse A = f(f,).

Celle-ci correspond & un filtre passe-bas du deuxiéme ordre de fonction de transfert

— et de module [H| = a_ -
i+2jmi—f— f? . f
P 1-—|+am L

0 0

de type H=

Le résultat de Iz modélisation par une fonction de ce type est présenté sur ka figure 9
avec les paramétres issus de I'ajustement. On constate le trés bon accord sur f; et
m= Ao, avec I'étude en régime libre (Bor 5: o= 11,84 rads™ ; { = 1,884 Hz). Les
mesures ci-dessus ont &t¢ réalisées avec un amortissement donné par un courant de 0,7 A
dans I'électroaimant.

amp, Modele | wogl-abo((l (fegy 2y 24% mtnitfegi0)2))
: : a=0.1727
: : £0-1.887
900§ S > m=001162

kg.00 |--ooee e b SR I S P b L
g0 |- B TP S AR P . SR

20 [ooneee SO SR S AW . TS e

+1,60 +1,70 +1.80 +1.90 +208 +210 +2.20

Figure 9

3.2.2. Oscillateur chaotigue

Avec Poscillateur de torsion & double puits, les oscillations forcées (créées en impo-
sant une oscillation périodique de I'extrémité - fixe lors des oscillations libres - du ressort
de torsion), le phénomeéne devient complexe puisqu’il nest plus du tout périodique. Bien
que le systéme soit totalement déterministe, la grande sensibilité de I'oscillateur aux condi-
tions initiales fait que oscillation a lien dans un puits puis passe dans I'autre puits &’ une
maniére assez imprévisible. On parlera alors d'apparition d’un comportement chaotique.

fitude expérimentale des osciltations mécaniques 1.e Bup n° 867 (1)
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Une bonne description du phénomene est représentée par le porirait de phase ol la trajec-
toire du mouvement ne repasse jamais par les mémes points. C’est ce que I'on constate
sur Penregistrement Env 13 (nous n’avons volontairement gardé qu’une durée limitée
d’enregistrement car fe portrait devient rapidement trés embrouillé 1). On reconnait tout
de méme comme limite extérieure approximative du portrait de phase la figure en forme
de «cacahutte » qui apparaissait en Enr 11 (et qu’on retrouvera en Enr 21).

+2.00

+1.00

2 - -
1.0
| 2.00 : e :
: I : : : theta
100 o 1,00 +2.00 +3.00 1
Ear 13

3.3. Osclllateurs a plusieurs degrés de liberté
3.3.1. Pendules couplés

En annexe 4, on trouvera le caleul des pulsations propres du systtme dans le cas oit
chacun des pendules est indéformable (A) ou lorsque chaque pendule est constitué
(comme c’est fe cas dans notre expérience} d’une masse m suspendue  un fil de longueur
I, le ressort étant placé a la distance d du point de fixation du pendule (B). L’'une des
pulsations propres (@, est toujours celle du pendule unique ! lorsque les pendules oscillent
en phase, tout se passe comme si le ressort n’intervenait pas puisqu’il ne change pas de
longueur, L'autre pulsation ¢, dépend aussi de fa raideur k du ressort et de 1a distance d
{selon une formule donnée dans ’annexe 4).

Nous avons entegistré le mouvement des deux pendules en prenant comme condi-
tions initiales :
Pendule 1 au repos & I’équilibre ;
Pendule 2 écarté de sa position d’équilibre,

Les enregistrements Enr 14 et Enr 15 montrent les battements obtenus sur chacun
des pendules pour deux valeurs du couplage (modification de la position d). C’est donc
Ia superposition (combinaison linéaire) des deux modes propres du systtme :
¢ le mode antisymétrique pour lequel on a 8, = 6, et de fréquence N, ;
¢ le mode symétrique pour lequel on a 8,=- 9, et de fréquence N,.
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L TENT .

+140

Enr 15

Le spectre ci-dessous (Enr 16} est obtenu A partir de I'enregistrement Enr 15 pour

I'un des mobiles (pour {’autre mobile, cela donne le méme spectre).

© 05¥Hz (B7A0Hz
150 P R T LI IR S S
100
k50,00
a = mm o mim o e :
+0.50 +0.70 +0.80 +1.90 ’
Enr 16

La fréquence des battements (N, = 0,084 Hz) est la différence des deux fréquences
propres. Elfe correspond bien 4 la périodicité des batterments (11,9 s) que I'on peut mesurer

Etude expérimentale des esciltalions mécaniques
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sur Enr 15. Les modes propres peuvent &tre excités sélectivement en donnant des condi-
tions initiales adéquates. En écartant les deux pendules du méme angle du méme cbté,
on sélectionne le mode de basse fréquence et si on les écarte symétriquement, on sélec-
tionne le mode 2.

3.3.2. Oscillateur & N degrés de liberté. Relation de dispersion

Le couplage fait apparaitre N fréquences propres (¢f. annexe 5). Lorsqu’en impose
une fréquence au systeme, on trouve une résonance chaque fois que la fréquence imposée
est voisine de la fréquence d’un mode propre {égale lorsqu’on peut négliger I’amortisse-
ment). On a donc un systéme multiésonnant (situation que I"on retrouve dans d’autres
domaines de 1a physique chaqgue fois que P'on a une cavité - corde de Melde, Fabry-Pérot,
Laser...). Les fréquences ne sont des harmonigues d’une fréquence fondamentale que si
le milien est non dispersif. Ici, ce n’est pas le cas puisque ® n’est pas proportionnel au
nombre d’onde k (équation (2) de I"annexe 5).

Mesures et observations

Pobservation des fréquences de résonance demande un balayage assez lent de la
fréquence d’excitation car le dispositif présente un amortissement trés faible et les
régimes transitoires (faisant apparaitre des phénomenes de battements complexes) durent
assez longtemps (quelques dizaines de secondes). Cependant, forsqu’on 8’ approche d’une
fréquence propre, on voit I'amplitude augmenter rapidement. L’observation d’une dimi-
nution de I'amplitude aprés une phase d’augmentation (comme sur Enr 12 dans le cas de
Poscillatevr simple} indique que I'on n’est pas encore exactement sur la fréquence
propre. Nous indiquons les résultats observés successivement en changeant le nombre
d’oscillatenrs.

N=4

On trouve quatre fréquences de résonance. Pour la fréquence ta plus basse {mode 1),
toutes les masses oscillent en phase avec des amplitudes données par I'enregistrement
Enr 17 {voir page ci-aprés).

Pour les autres modes {mode 2, mode 3, mode 4), on a les situations correspon-
dantes données par la figure 14 de 'annexe 4. Les fréquences données par [a relation (1)
avecp=1;2;3;4 seplacent sur la courbe de dispersion donnée par la relation (2) et
représentée en figure 13 {(annexe 5).

N=38;2;1

En immobilisant une des masses, on peut réaliser les autres situations et rechercher
4 chaque fois les différentes résonances. Les fréquences correspondantes se placent
toujours sar la méme courbe de dispersion.

ie tablean rassemble les résultats observés sur les fréquences de résonance et les
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e, Oef

Enr 17

valeurs théoriques avec o = g/f = 26,8 (I = 36,5¢m) et o = 4K/m =365 (K = 27 N/m ;
m = 296 g) ainsi que les amplitudes théoriques. La fréquence expérimentale observée est
égale & celle du générateur BF (A 0,1 Hz prés) divisée par 48.

7,87

7,835

0,388

i 60,2

s 2 044 1 1236 | 1237 | 095t | 0,588 | -0,588 | -0,951
3 1244 | 1628 | 1630 | 0951 | -0,588 | 0,588 | 0951
4 1442 18,87 18,89 ¢,588 0,951 0,951 -,588
[ 68,1 3,02 896 | 0707 1 0,707

3 2 1104 | 1445 | 14,47 1 0 -1
3 1405 | 1839 | 1839 | 0,707 -1 0,707

X 1 824 | 1078 | 1086 | 0866 | 0,866
2 133 | 1741 | 1734 | 0866 | -0,866

1 1 111 | [452 | 1447 1

On constate un accord remarquable entre la valeur expérimentale de la fréquence et
la valeur théorique (écart nettement inférieur au %). Les points expérimentaux se placent
parfaitement sur la courbe de dispersion o (k) présentée en figure 13 de 1’annexe 5.
Quant aux amplitudes, celies observées sur Enr 17 sont proches de celles théoriques
données par le tablean. Pour le maode 1, les amplitudes des oscillations des masses 1, 2,
3 et 4 sont respectivement de 167, 260, 272 et 165 : le rapport de I’'amplitude des masses

Etude expérimentate des oscifations mécaniques
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2 et 3 sur Pamplitude des masses | et 4 est de 266/166 = 1,60 expérimentalement alors
qu’il est de 0,951/0,588 = 1,617 théoriquement,

4. COMPARAISON AVEC LE LOGICIEL DE SIMULATION
INTERACTIVE PHYSICS

On se restreindra ict aux cas que I'on ne peut pas résoudre analytiquement et dont
une solution numérique est fournie par le logiciel Interactive Physics ™. Ce logiciel
remarquable permet de « construire » le dispositif expérimental en introduisant les diffé-
rentes composantes du systéme et les contraintes auxquelles est soumis le dispositif réel,
Ensuite le logiciel, & partir des conditions initiales données, élabore 1a solution numé-
rique d*évolution du dispositif en respectant les lois fondamentales de Ia dynamique,
Pratiquement, aprds avoir fait « tourner » Interactive Physics, nous avons transféré les
fichiers numériques dans Synchronie afin d’avoir une représentation graphique compa-
rable & celle utilisée pour Pexpérience réelle.

4.1, Pendule pesant & grand angle

On peut introduire un frottement de rotation pour simyler Famortissement du
pendule réel. Les enregistrements Enr 18 et Bnr 19 présentent Iévolution de I'angle et
de la vitesse angulaire et le plan de phase. On constatera fa remarquable similitude avec
I'expérience réelle (Enr 7 et Enr 8).

£e213, vilang

Enr 18

(4) Disponible chez Bioras - 8, rue Bobillot - 75013 Paris - Tél. : 0 62 49 69 59,
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4.2. Penduie de torsion & deux puits

On comparera les enregistrements Enr 20 et Enr 21 avec ceux de P'expérience Enr
10 et Enr 11.
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Annexe 1
Capteur magnétostrictif 18, 9]

La magnétostriction est un phénomeéne d’interacfion entre certaing matériaux et un
champ magnétique qui se manifeste par une déformation mécanique de I’échantillon
soumis au champ. Dans le captewr, c’est la torsion d’un fil (ici de nickel) qui se produit
localement par Vinteraction entre le champ longitudinal créé par un aimant permanent
placé au voisinage du fil {en pratique fixé sur le mobile & étudier) et un champ magné-
tique transitoire produit par une impulsion de courant appliquée sur le fil (effet Wiede-
mann). La déformation se propage (i la vitesse du son dans le matériau = 3000 ms ™) le
long du fil et I'on mesure 'intervalle de temps entre le départ de la déformation et son
arrivée 2 Uextrémité du fil. La détection de I'instant d’arrivée de 1a déformation se fait
par Peffet inverse (effet Villari) : une contrainie appliquée A un matérien magnétostrictif
change ses propriétés magnétiques (perméabilité).

1a durée de propagation est strictement linéaire (non-linéarité < 0,2 %) avec la
distance parcourue ; elle est mesurée par une horloge et un convertisseur fournit une
tension analogique proportionnelle 4 cette durée donc linéaire avec la position de 1’ai-
mant permanent. Celui que nous avons utilisé avait une course mécanique de 10 cm
codée sur [- 10V, + 10 V1.

Annexe 2
Oscillations forcées - Influence du dispositif

Considérons le pendule élastique horizontal formé d’une masse m soumise 3 1’ac-
tion de deux ressorts de raideur k. L’éguation du mouvement en régime libre

mx + 2Kx = 0 conduit % Ia pulsation propre m,= / 2K/m.

L’excitation est appliquée par "intermédiaire du ressort Re de raideur K placé au
point M situé sur le ressort de gauche R & la fraction a (< 1) de la longueur de ce ressort
{cf figare 10), Iautre extrémité de ce ressort étant animée d’un mouvement alternatif de
pulsation @, On décompose le ressort R de longueur [ en deux ressorts : I'un R1 de
longueur al, I"autre R2 de tongueur (1 — a)l. Les raideurs respectives de ces ressorts sont
Ki = K/a et K2 = K/(1 —a).

Ftude expérimentale des oscillations mécaniques Le Bup =" 867 (1)
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Figure 16

En appelant x, le déplacement de M par rapport & sa position d’équilibre et x le
déplacement de la masse m, la RFD appliquée 2 cette dernidre s’écrit :
K
-2 (x-x)=0
Pour exprimer x, en fonction de x, on écrit I'égalité des forces appliquées en M.

mx+Kx +

K, x, + K, (bsinm, t +x,) = K, (x —~ x,) ol b représente le rayon de rotation de I’excen-
trique. On en déduit, en posant o0 = K, a(l — a)/K : x,= x a/(L/o)) + bsin{ @t} o/ (2 + o, — a)
En reportant dans I’équation différentielle, on obtient :

mX +Xx K+L(1— a )]=Asin0)t

1-a 14+o

En pratique, K,=5 N/m ; K = 15 N/m et a = 1/10 (on accroche le ressort Rc sur la
quatriéme spire d’un ressort R comprenant 40 spires), on obtient o = 0,03. En approxi-
mant 1/1 + ot en | —a, on aboutit 4 une nouvelle pulsation propre :

mm 1'{"’&
T 4(1 —a)

soit numériquement une variation inférieure 4 1 pour 1000.

Un calcul plus direct {en considérant le ressort Rc « en paraligle » avec R1, U'en-
semble en série avec R2) conduit au méme résultat (en considérant que les raideurs s’as-
socient comme les capacités des condensateurs).
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Annexe 3
Calcul exact de la période du pendule pesant

Si 'osciflation passe de —0, & +8, et en posant k =sin@_/2, on peut montrer [11]
que la période T de ’oscillation vaut (T, étant la période des petites oscillations) :

R e

Le calcul de cette valeur pour différentes valeurs de 6_ peut s’effectuer dans tout logi-
ciel de calcul. Nous avons ici utilisé a feuille de caleul de Synchronie 2003. Afin d’avoir
une bonne précision sur la valeur de I'intégrale, nous avons pris 1000 points de mesure.
phi=rampe(0,pi/2}
nin=rampe(0,1)
theta=2%*asin(nm)
phorda= 1+({theta)*2/16)
k=0
n=1
per=table(1)
repeter 1000
den=sqrt( 1-k*k*(sin(phi}}*2)
f=1/den
perrel=2%integ(f,phi,0,1.5708)pi
affecter(per,n,perrel)
e=k+-0,001
n=n+1

Les résultats sont présentés ci-dessous (¢f. figure 11) et comparés avec les points
expérimentaux et ce que donne la formule de Borda. La fenétre de droite est une loupe
pour les angles inféricurs a 90°,

260

p_, plsorda, ';e.xp{usumxp; . : : R pee, phorda

+2.40

1228

250

130

+1.88

+1.40

+128 [

+020  +040 540 +D80 <180 +120

Figure 11

Eude expérimentale des oscillations mécaniques Le Bup n® 867 (1)
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Annexe 4
Calcul des périodes propres des 2 pendules couplés

A. Cas ol chague pendule est formé d’une masse m soutenue par une tige rigide sans

masse formant un pendule de moment d'inertie [ = m /2 La distance entre le point de
fixation du pendule et la position du ressort étant d et 6, et 8, les angles des pendules
par rapport 3 la verticale, le ressort s’allonge de ; d (8, — 6,). Dans I"approximation des
petits angles, les équations différenticlles couplées qui régissent le systéme sont obte-
nues par la relation fondamentale de la dynamique appliquée aux mouvements de
rotation : Td*0,/dt* = mg, #K d (0, - 8,)d

1d*6,/dt*=mgh,» K d(6,— 6,)d

En cherchant une solution harmonique de la forme 6,= A, sinot, le systtme devient :
(mgh K& — m¥0* )6, ~ Kd 8,= 0
—Kd& 8, + (mgh Kd®— m%5?) 8,=0
La résolution donne les deux pulsations propres :

=[5 e -

2Kd?
-I- PR
m?

!--iU:a

{

Le premier mode correspond & la pulsation d’un pendule unigue : lorsque les deux
pendules oscillent en phase, le ressort n’a ancune influence. Pour le mode correspon-
dant aux oscillations en opposition de phase, la pulsation est plus élevée et tout se
passe comme si un ressort de raideur 2K (c’est-a-dire de longueur moitié} exercait un

- couple de rappel supplémentaire sur chaque pendule.

. Cas ol chaque pendule est formé d’une masse m & I’extrémité d’un fil (déformable)

de masse négligeable. Pour simplifier, on calculera la pulsation correspondant au
mode @, des pendules en opposition de phase (I’autre pulsa-
tion @, n’est pas affectée par le ressort et a la méme expres-
sion que ci-dessus). Mais cette fois, le calcul est un peu plus
complexe puisque le fil se déforme au point de fixation du
ressort. H apparalt les angles @, et 9, de Ia figure 12 ainsi que
les tensions T, et T, du fil. On condhuit le calcul sur un pendule
unique en considérant qu’il est soumis i un ressort de raideur
2K. On se place toujours dans Papproximation des petits
angles.

Au point de fixation du ressort, on peut &crire :

- =3 = >
T+ T,-+E=0 Figure 12
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soit en projection snivant I’axe horizontal T, 0,+ 2K d0,=T, 8,. Pour la masse m, la
RFD s’éerit md*/di* = mg0, avec x =d 6,+ (! — d) 0,. La projection sur ’axe vertical
permet d’écrire T, = T, = mg.

Finalement, on arrive 4 :

- g ol 2Kd*
mgd ti—d ! mgl + 2Kd({ - d)
mg + 2Kd

Dans notre expérience (Ear 15), on am=0,138 kg ; [ =61,5cm ; d =225 cm et
K = 5,3 N/m. Expérimentalement, nous avons mesuré N1 = 0,636 Hz et N2 = 0,720 Hz.
Les formules donnent ®,= 3,992 rad/s et w, = 4,526 rad/s, soit N1 = 0,635 Hz et
N2 ={,720 Hz.

EBtude expérimentale des osciflations méeaniques Le Bup n° 867 (1)
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Annexe 5
Oscillateur @ N degrés de liberté - Relation de dispersion (. [10])

Chaque masse de numéro n écariée de sa position d’équilibre de x,, est soumise 2
une force de rappel qui est la somme :
— de P'action des ressorts de raideur K reliés aux massesn—letn+1;
- de T'action du pendule de longuenr [ ;
e &x m,
d’ol équation : m 1 KX, +x, ) - KX, —x)+ Tg x,=0
t

En posant ;= g4 on arrive & :

d? K
d;n - a(xnﬁ-l + xn—-l_ 2Xn)+ m(z) Xn: 0

On cherche une solution en x,= A, cos(t) avec A, = sin (pam/(N + 1)) respectant
les conditions aux limites A;=0et A,,,=0(1=p =N}

sin prn ((1)3—0)2,{, %)z._l_{ﬁ(sin pln +)m . pn —1)7[2)
m m

N+1 N+l CTNEL

. pom
sin - W — ' +——"—cos
m m

Pulsations des modes propres :

4K 2
o' =}t o N T L

msNa | T SPEN )

En appelant a la distance entre deux masses (au repos) done une longueur totale de
(N + 1)a, on peut exprimer la longueur d’onde par & = 2(N + 1)a/p ou le nombre d’onde
par k=prn/(N+ Da.

Relation de dispersion

o= 0 + ofsin® % 2)

avec k< m/a et @} = 4K/m.

La courbe représentative de ® en fonction de p/N+ 1 {ou k a/m) est donnée en
figure 13.
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Figure 13

Les points expérimentaux {cf tableau an § 3.3.2.) sont positionnés pour les diffé-
tentes valeurs de N et les modes correspondants. La figure 14 représente chacun des
modes de vibration et les positions des différentes masses correspondantes (pour fa clarté,
I’élongation longitudinale des masses est représentée transversalement). Par exemple, on
constate que (dans le cas de quatre masses) pour le mode 2 (et le mode 4), le milieu du
ressort central est immobile et que pour le mode 1, toutes les masses oscillent en phase.
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fitude expérimentale des oscillations mécanigues
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