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RESUME : On démontre une expression générale du moment des forces d’inertie 
d’entraînement et de Coriolis dans un référentiel non galiléen quelconque. ainsi que de la 

puissance des forces d’inertie d’entraînement ; on les applique au cas particulier d’un système 
solide, et on regarde en conclusion les simplifications apportées par une symétrie de révolution 
du système Les référentiels non galiléens et les forces d’inertie figurent au programme de la 

classe de Mathématiques Supérieures, les systèmes solides à celui de la classe de 
Mathématiques Spéciales 

Introduction 

Quand on veut appliquer à un système matériel les théoremes fondamentaux de la 

dynamique dans un référentiel non galiléen (H’), on a besoin de la résultante et du moment des 

forces d’inertie d’entraînement et de <‘oriolis 
En ce qui concerne ces résultantes, on dispose d’expressions simples bien connues 

les résultantes des forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis s’écrivent respectivement 

Fi’ =-nia, et Fi’ =-ma,((;) , OL’I a,((;) et a,((;) désignent les accélérations 

d’entraînement et de Coriolis, dans (R’), du centre d’inertie C; du système, de masse totale m 

En ce qui concerne les moments de ces forces d’inertie. on est en général plus demuni 
On sait bien que le cas particulier d’un référentiel (R’) en translation par rapport à un 

référentiel galiléen (K) conduit à des simplifications notables comme le vecteur instantané de 

rotation II,, ,,lp, du référentiel (R’) par rapport à (H) est identiquement nul, il n’y a plus de 

force d’inertie de Coriolis. et le champ des accélérations d’entrainement ac est uniforme, donc 

le moment des forces d’inertie d’entraînement par rapport à un point A quelconque s’écrit 
Tir Mf;=AGx-ma,=AGxP Mais en dehors de ce cas particulier, ces expressions 

simples ne sont plus valables a priori, et on se ramène souvent au calcul direct issu de la 
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définition Celle du moment par rapport au point A des forces d’inertie d’entraînement s’écrit 

AfA” = &Mi x --y a,( M,) pour un système de points hl, de masses UI, (mais pour les 

systèmes continus il suffirait de remplacer la somme discrète par une intégrale) , elle implique 

l’accélération d’entrainement d’un point M quelconque. qui est donnée par la formule 

a,(M) = a,,,,CO’) + 
4 H’i, H, 
~ x O’M + 0, ,?a: ,(, x fi,,,.,!, ,<, x O’M dr i 1 

= a,,,,(()‘) + 
dfi, ,?,,1 ,<i 
~ x O’M - CC&*,,.,,, ,<, H’M dr 

où les dérivées par rapport au temps / de ?2,R,i,iK, sont les mèmes dans (10 et (K’) - ainsi les 

x1 / 1, IV( il 1 
note-t-on ~ 

Jl 
sans précision supplémentaire - , ou 0’ est un point quelconque fixe dans 

le référentiel (R’). H’ le projeté orthogonal du point A! sur la droite A’ = (fY.sZ,,.,,,,,,) , et 

r,,,(O’) l’accélération de 0’ dans (H) La définition du moment des forces d’inertie de Coriolis 

s’écrit M.7 = zAMix- 111, a, Al, , Impliquant l’accélération de Coriolis d’un point hl qui .( ) 

est donnée par la formule a,( A{) = 2 a,,?,,,,<, x v,,<.,( Ai) où v,~ ,(A/) est la vitesse de A4 

dans (H’) - dite ” vitesse relative ” Ces relations sont assez facilement applicables rw cas d’une 

tige rectiligne homogène par exemple, mais dans le cas général la complexite de ces 

expressions dissuade généralement de les utiliser Alors quand on veut étudier en exercice le 

mouvement sans glissement d’une bille sphérique homogène sur un plateau tournant, on 

pourrait se sentir acculé à des approximations qui permettraient par exemple de considérer que 
le champ des accélérations d’entraînement est quasi uniforme sur la bille 

Pourtant, nous allons montrer qu’il suffit de connaître a,,((;) , Q,,< ,,,,,, , m et 

l’opérateur central d’inertie du système, pour déterminer M; Pour déterminer M; , il suffit 

de connaitre a*((;) , R,, ,i,H, , m et l’opérateur central d’inertie du système, et entin le moment 

cinétique JC: ’ du système par rapport à (; dans (R’). dans le cas où le système est un solide 

(SI. 4” ’ s’exprime en fonction du vecteur instantané de rotation Q,>,,,,, , de (5’) par rapport à 

(RP), et l’expression de M; devient simple à condition de définir un autre opérateur A cause 

de l’intervention de l’opérateur d’inertie, il ne pourrait ètre fait un usage systématique de ces 
expressions dans le cours ou les problèmes des classes de Mathématiques Supérieures et 

Spéciales , mais on verra que la façon dont ces expressions se simplifient pour un opérateur 
sphérique est tout à fait remarquable, et permet de formuler de manière simple et rigoureuse le 
mouvement sans glissement de la bille sur un plateau qui tourne à vitesse angulaire uniforme, 

dans le référentiel du plateau - ce qui constitue un problème pouvant être posé en 
Mathématiques Spéciales [i] 

Dans cet article, nous montrerons d’abord comment s’expriment séparément les 
moments des forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis pour un système quelconque 

Ensuite, nous exprimerons la puissance de ces forces Enfin, nous examinerons la forme prise 
par ces formules lorsque le système est solide, et en conclusion leur simplification lorsque l’axe 

4, = kW,.,,,,,) est axe de symétrie de révolution pour la distribution des masses du 

système 
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1. Expression du moment des forces d’inertie 

1 .l . Forces d’inertie d’entraînement 

Pour calculer le moment des forces d’inertie d’entrainement par rapport à un point A 
quelconque, il est commode de se ramener au calcul du moment par rapport à (; gràce à la 

relation fondamentale 

M.7 = M,T + AG x Fi’ = M,T + AG x +?a,((;) (1) 

La définition de M, donne 

Mt = xGhli x -111, a,( Af,) 

(2) < 
mai> comme a,,,,(o’) est independant de A/, , ct que c 111, Gl\li = 0 (3) , il ne reste plus 

/UC = &Mi x -tll x O’Mi +Cl,,.,, R x i a,,,.,,, xO’M, (4) 
I 

Cette expression est donc indépendante du déplacement du point 0’. qui est par 
définition un point quelconque mais fixe dans (I?) < on peut ainsi le remplacer par le point (; à 

la date f pour laquelle on calcule M,” On est donc amené au calcul des deux termes suivants 

par simple comparaison avec l’eupression du moment cinétique d’un solide, tïue dans (K’). et 

dont le centre d’inertie (; eît fiue dan? (K). faisant donc inten.enir l’opérateur d’inertie (!!,) par 

rapport à (; appelé opérateur central d’inertie 
Pour calculer le second terme, il est utile d’introduire le repère orthonormé direct 

(;Xk’Z des axes centraux d’inertie, dans lequel on donne les coordonnées 11; de hl, et les 

de a,,, ,,?, , dans la base assoclee à ce repere orthonormé direct, 

l’opérateur d’inertie s’écrit 
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1.2. Forces d’inertie de Coriolis 

Pour calculer le moment des forces d’inertie de Coriolis par rapport à un point A 
auelconaue. il est commode de se ramener au calcul du moment par rapport à (; gràce à la 
relation fondamentale 

M; = M,: + AG x Fi’ = NC: + AG x -nIa, 

La définition de M,: donne 

M,‘f = CCM, x -~II, a,( IzI,) 

(13, 

On peut le mettre sous la forme . 

à cause de (3) , CJ:~( est le moment cinétique du système par rapport a (; dans (Ii’) On 

trouve alors 

M(4 = -CL, ,(,,, ,(, x ,;’ - 
d’ou le résultat 

fizqqyq (15) 
et cette expression fait bien apparaitre l’influence conjointe de 0, ,> ,,,j>, et du mouvement du 

système dans (K’) 
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On peut véritïer que, comme prévu d’après le théorème du moment cinétique dans (R) 

et dans (K’), 

2. Puissance des forces d’inertie d’entraînement 

II est bien connu que les forces d’inertie de Coriolis ne travaillent pas. puisque leur 
puissance se met sous la forme 

?,Y, = C-Y [ 2 4 R’,,, ,< ,X’,,~,(A/,)].,,.,(Al,)=O (17) 

II ne reste donc qu’a calculer la puissance des forces d’inertie d’entraînement 

:/,‘yc, = &~,[a,,,tU- R,:,.,,,,,, H’Mi ++%O%+,,,(nij 
I 

où 0 est un point origine quelconque 

On pose 

I/'= &II, 
r (()'),OhI, - *A;:"' Hfnl; 1 

1 L 
a,,,, 

1 
(19) 

qui est une energie potentielle partielle des forces d’inertie d’entrainement. et s’écrit plus 

synthétiquement 

Il’=n7a,,~,(()‘).OG - I,,l* (20) 

oil 1~ eît le moment d’inertie du système par rapport à l’axe A’ = (0’,62,,, , ,,,) , il vient alors 

(22) 

B U P. no spécial enseignement supérieur 
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On voit donc, lorsque fi,, 1,,11, est constant et qu’alors les forces d’inertie d’entraînement 

dérivent complètement de l’énergie potentielle (i’, un exemple où le travail des forces d’inertie 
d’entraînement n’est pas égal à la diminution d’énergie potentielle li’, lorsque celle-ci dépend 

explicitement du temps parce que a,,,(<?) n’est pas constant 

II est important de noter que. dans cette formule (22). la dérivée ” droite ” est celle de 

If’ mis en fonction de I’rr~/rrr ~orrnhlr / , compte tenu de son mouvement ,>“r rt~/wrt ir (H’) 

puisque ce sont les vitesses des points du système dans (R’) qui apparaissent dans (20) , et 

pour exprimer $ , on considkre la derivte de 11’ - cf (20) - par rapport au temps paru IUW 

(24) / 
donc finalement 

On obtient alors 

:f,<,, = -ma, ,,(03.v (26) 

On peut prendre pour 0 et 0’ n’importe quels points, puisque </;R., est indépendant de 

0 et 0’ , cependant, comme on l’a mentionné dans l’introduction, 0’ doit être un point fixe 
dans (Ii’) - pour la relation (18) par exemple La valeur de II’ et de ses dérivées dépend de 0 

I 7, 
et 0’, mais dejà iJ+-$ ne dépend plus de 0 , ci* ’ dépend aussi de 0’, mais 

m(‘J:’ m) %,;s”l 
C$ ’ ne depend ni de 0 ni de 0’ 

L’avantage de prendre pour 0 et 0’ le point Ci’ comcidant à la date /,, avec (; est que 

cl2 
l’expression de l/’ se simplifie [,‘=- 1,. 2!y 

<, (27) , et (23) donne i 
(28), mais à la date I,, seulement On trouve alors 

(29) 
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Dans (25) et (30). intervient la variation du moment d’inertie au cours du temps tlle a 

pour cause le déplacement relatif du système et de I’ax A’= (O’&,,,,) ou 

4, -(cn,, ,,,, J. ~LU bouge dans (X’) à cause de la Laliation de direction de R,,, ,I,i<, , 1c.j 

/>~>/rllv 0’ e/ Ci’ KWOH/ fi.~\ ~/U~~S (H’). Pour calculer explicitement cene dérivée, on peut re 

servir de l’expression du moment d’inertie par rapport à un axe en fonction de l’opérateur 

d’inertie par rapport à un point de cet axe, et des cosinus directeurs de cet axe dans un repère 

orthonormé Par exemple, pour le moment d’inertie I,, par rapport à l’axe A:, dont les cosinus 

directeurs sont u , /3 et y dans le repère d’axes principaux (;‘.YYZ grâce a l’expresslon 

analogue à (6) de (g(,, ) d ans la base associce a ce repère, on a quel que soit / 

Iw, = f(;,p2 + I(,,,B2 + I(,L,Y2 (31) <, 

et donc 

mèmeà/*/, 

Cette expression fait intervenir le choix d’une base particulike - pour simplifier ici on a 

pris une base propre de (y, ) mais la dérict!e du moment d’inertie cn est indfpcndantc , cette 

base particuliere est une base propre C@ C~IIL’ .WII I , donc elle n’est pas forcement fixe dans 

(K) mais les eupressions des coGws directeurs rx fi. ;/et deî moments d’inertie princlpauu 

I / CI’ , ’ CI , ’ I(,,, en fonction de I , ainsi que leurs derivées dans (32~~ tiennent compte de cela 

3. Cas Darticulier d’un svstème solide 

Considérons maintenant le cas particulier oil le système est un snlide (S) Disons à 

nouveau qu’il n’est pas nécessaire que le système soit solide pour définir son opérateur central 

d’inertie ( J,.) et l’utiliser comme nous l’avons fait ci-dessus Mais maintenant. en plus de ce que 

nous avons dejà montré. on sait qu’il existe un vecteur rotation instantané II,,,,,,, , du solide par 

rapport a (ft’), ct donc que 4”” = ($,)a, ,, ,,, ,?, (33) , mèmc si C; n’cat pas tïxc dans (I<‘) 

- ce qui ne serait pas le cas avec un point quelconque 

Les forces d’inertie d’entraînement sont indépendantes du fait que le systeme soit solide 
Ce n’est pas le cas des forces d’inertie de Coriolis, puisqu’elles dépendent du champ des vitesses 

du système dans (R’), et que pour un solide le champ des vitesses est particulier 

B U P no spécial enseignement supérieur 
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3.1. Moment des forces d’inertie de Coriolis 

fd($) 
Partons de l’expression générale kfCy = -fi, w,,, ,?, X O;(“’ - !  

i 1 th Q, p,,, H, 

,K’N 

-9 ,> x,8, (‘8 “(:Jr;)%,m -(%)[Q ,,m, s,<‘m ~dfi ,,w,,,] 
(34) 

car la matrice (:l,,) euprimée dans une hase liée 6 (S) est constante. et finalement 

4Y = fi,,,. ii,, (, dJ,ks,,,,.. fi se,,,, (‘8 ~(:J,h,.,,,,,s +(4;)[&,,., %,;m,w] 
(35). 

en calculant les composantes de MCy dans la base orthonormée directe azsociee au repere 

(;.YYZ compte tenu de l,., = 1, + 1, (-36) et des relations analogues. on vérifie que ce 

moment s’cxprimc plus simplcmcnt cn fonction dc la matt-icc .H (, tL. 1 

3.2. Puissance des forces d’inertie d’entraînement 

La façon la plus simple de la calculer consiste a utiliser l’expression de la puissance des 

forces exercées sur un solide. en utilisant le point (; 
: 6”’ ,,?, = F”.v,&) + 4; Q,,y,,, ,?, 

= Fi”.-ma,(C;) + -(4.)“~~~‘--~n,r,,,,i, &)%,.#,~,, 1 QS I,,, CI 

(38) 
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Conclusion 

Les expressions ci-dessus peuvent ètre interessantes pour l’enseignement en classe de 

Mathématiques Spéciales, dans le cas ou le systeme présente un axe de symetrie A, et ou 
R ,,> ,,,,>, est parallele à A , alors, comme le centre d’inertie (; se trouve forcément sur l’axe de 

symétrie, on a A = A,. 

Dans ce cas, (!J<,)Q,, ,,,,,, et (FK,;)fi, H’,,,H, sont paralleles à R,,, ,,,,, t, En notant f, le 

moment d’inertie du système par rapport à cet axe de symétrie A, on trouve une expression 

tres simplifiée du moment des forces d’inertie d’entrainement 

qui est nul si R,,. , ,, est constant 

Quant au moment des forces d’inertie de Coriolis exercées sur un systeme solide, il est 

nul si R q,ll,l, est parallele à A en mème temps que CL,,, ,,llj, 

Ces conclusions peuvent ètre utiles à des éleves de Mathematiques Speciales 
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