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Moment de forces d’inertie distribuées
dans un solide

par Jean-Marie NICOLAS
Lycée Jean Moulin, 57600 Forbach

RESUME

Apreés le rappel de la composition des accélérations, du théoréme
du moment cinétique dans un référentiel non galiléen, de la définition
d’une force d’inertie et de son moment, on calcule le moment des forces
d’'inertie d’entrainement et le moment des forces d’inertie de Coriolis
pour un solide en rotation autour d’un point fixe.

Les résultats sont appliqués a la toupie symétrique : on obtient les
équations différentielles (du second ordre) du mouvement avec la
signification physique de chaque terme.

L'intérét de I'analyse est d’interpréter ce qui est fascinant dans le
mouvement de la toupie :

elle ne tombe pas quand elle tourne.

RAPPEL DE LA COMPOSITION DES ACCELERATIONS

R est le repere dorigine O, muni de la base orthonormée
i,]J, k; Ry est un autre repere, dorigine;,Omuni de la base
orthonorméd; , j;, ki.

A un instant donné, le vecteur accélération d’'un point P, pour son
mouvement dans R est donné par :

YR (P) = Ve (P) +Y¢ (P) + YR, (P) ,

ou - Ye(P) =Yr (01 + G7-00 OOP+Q O OO,P]

est l'accélération d’entrainement du point P a cet instant : c'est
I'accélération, pour son mouvement dans R, d’'un point fixe dans R

Vol. 86 - Juin 1992



920 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

coincidant a cet instant avec le point @ est le vecteur rotation du
repére R par rapport au repére R a cet insta@ﬁ% signifie dériver
0" Or
les composantes d’'un vecteur qui sont exprimées dans la base associée
aR;
Ye(P)=2Q 0 vg (P)
est I'accélération complémentaire, ou de Coriolis, du point P & cet

instant ;\7R1 (P) est le vecteur vitesse de P pour son mouvement dans
R; a cet instant ;

y_él (P) est I'accélération de P pour son mouvement dgresdet instant.

Si O; est un point fixe (situons le en 0) on aura :

%(P):E—;@E O00P+QO(QOOP) ;
DdtDR

Ye(P)=2Q Dvg (P),

avec, si on étudie le mouvement d’un solide en rotation autour du point
fixe O :

Vi, (P)=wOOP, ot :

w est le vecteur rotation du solide pour son mouvement dans R

THEOREME DU MOMENT CINETIQUE

Lo est le moment cinétique du systéme au point fixe O, pour le

mouvement du systéeme dans le repére R ; si R est galiléen, le théoreme
est:

[ .

gd—og =Mg, ou:

O t R
M, est le moment en O des forces extérieures appliquées au systéme.

Pour le mouvement du systéeme dans un repére non galilgeanR
montre que le théoréme garde la méme forme a condition d’ajouter au

moment 1} , les moments des forces d'inertie :
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Moe est le moment en O des forces d’inertie d’entrainement ;
MOC est le moment en O des forces d’inertie de Coriolis ;
Lo,

mouvement dans R

est le moment cinétique du systéme au point fixe O pour son

MOMENTS DES FORCES D’'INERTIE

La force d'inertie est définie par :mf(P) , ol : m est la masse
ponctuelle placée en P g?[l’accélération d’entrainement, respective-

ment de Coriolis du point P ; son moment en O esm:(S'PDf(P) ;
pour un systeme de points matériels, on fera la somme des moments

étendue a tous les points du systémes:m; OP, D\f(Pi) ; pour un
i
solide S, on étendra cette derniére définition :

Moforcesd’inertie: _IJ- OPOy (P) dm.
(

EXPRESSION DU MOMENT EN O DES FORCES D’'INERTIE
D’ENTRAINEMENT

B areln . _
Moe_-ﬂ OPD%—D 00P+G 06 DOP@dm—MOeA+MOBB.
®

On allége les notations en écrivabi i = Mg etMg = Mq_ .
€A €B
Calcul de M 5

Ma = JI OPD@—D DOPde LYIN] 5—% , ou:
o oG

[M ] est la matrice de I'application linéaire quE%—D associe M.

On reconnait, au signe pres, I'application linéaire q@ associelfo,

quandﬁ signifie le vecteur rotation du solide. Donc : /M= —[l], ou
[1] est la matrice d'inertie en O du solide.
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Calcul de Mg

MB:—J]I GPD%SD(QDGP)Hdm:—.U]. GPDE .0P —QZ(TPEdm:
©) 9

:—J]I (Q.6P) 6PIII§dm:+‘[[I. (Q.0P)Q OGPdm=

S (S)

=0 Opg, , OU ON a posé :

g :J]I (Q . 6P) GPdm.

®

Trouvons les coefficients de la matrice de I'application linéaire,
notée f, qui & associgig.

(i) :III(S) i.0P 6Pdm=J]I($ X (Xi +yj + zKj dm;

on identifie la premiére colonne de la matrigeég] de I'application
linéaire :

, 1
KBy :J]-I x*dm= 2 (lyy +1zz2= ke ;
®
“,Byxzj]- yxdm=—ly;
®

UIBZX:J-II zxdm=—l,.

®

(Les coefficients Jy etc. sont ceux de la matrice d’inertie [l]).

f(j) fournit les coefficients de la deuxiéme colonne jig]:

o R | Crl =
UBXy—_lxy ; UByy—E(lzz+|xx_|yy) ; UBZy—_lzy-

f(kj fournit la troisiéme colonne deu[g] :

’ — . ’ —_— . 1 —1
UBXZ—_lxz , UByZ—_lyz , “BZZ‘E(lxx"'Iyy_lzz)-
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EXPRESSION DU MOMENT EN O DES FORCES D’INERTIE
DE CORIOLIS

M =— 2”{@ GPOR (w0 OPfdm=

:—ZIII OPOHA . OP 6 (Q . &) OPLdm =

©

:+2GDIH (G . 6P OPdm=
©

=20 0pg,

JB étant le vecteur qui intervient dans le calculMig .

APPLICATION A LA TOUPIE DE REVOLUTION

La rotation d’'un angley autour dek’ (K est dirigé selon la verticale
ascendante) transforme le repéR(O,i, j, K) en le repére
R (0,i;, j, k) ; (i7 définit la ligne des nceuds) ;
la rotation d'angle 6 autour de i; transforme le repére
R' (0,07, , K en le repéreR; (0,17, j1, k), k; étant dirigé selon
laxe de symétrie de révolution de la toupie; (remarquer que:
k'=sinBj; +cosO kj) ;

(la rotation d’angle) autour dek; transforme le repéresRen un repére
lié a la toupie).

Vecteur rotation du repére;Rar rapport a R :

> dp - do -
Q_dtk+dtll
_de . dy o dy N
=t '1+dt Sln9]1+dt cosO k; .

Vecteur rotation de la toupie pour son mouvement dans R

—>_d_¢ N
w= dt kl'
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Dans la baseij;, ki la matrice d’inertie en O de la toupie est :

0 O of
=m 1 oo
0 O JO

Dans cette base la matrice de I'application linéaire f est :

¥ 0 0x
Wel=50J O [
©02-1

Moment cinétique de la toupie pour son mouvement dans R
Lo, = w;

la colonne des composantesidg dans la basg, 7, k; est :

Moment du poids de la toupie :
position du centre de gravité . GGakj ;
champ de gravité 'g— gk g étant I'intensité de la gravité ;
M,=0GOmg=alk O(-mgkK =+mgak Dk =

=mga(sin 8 j; + cos k;) Ok; =mgasin®j; Ok; =

=mga sinB i .

Moment des forces d’inertie (composantes, en colonnes, dans la
basei, j1, ky).

ol

Ma=-015Gg40 :

OY' Or
avec : d E:Eﬁ E +ono=H4 %.
Ddt[h Ddt[hl Ddt DRl
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D'ou :
0 &0 00 i
I OOB ae E H 2y dcip
O Uy = dpde O dy o
(MA)=_£ Io ?ggﬁsm9+%acoseg=§'|g¥sme+ at dt °°%°
G2y dpde . O H o
8-———-—sineg O W dy deé _
gﬁcos dt dt > g E}—JE}FCO 06—t g one
o d6 O O do 0
04 &8 @ Ja O
alDJOODEuqJ 810 dy ]
(HB):[H'B]QZEH) J O D[-)Esmegzig Jasine 0
ooa-ng, A%R Yw
[—pﬂ coser] &2I -J a cosor]
0 ? O
gl—\]) E—%—TD cos6 sme%
L - o o=t O
Mg =Q Opg ; on trouve (MB):B E
B—( J)d—Lpd—ecose E
0 dt dt 0
0 o] O
%J% dd—qt)sineg
MC:ZGDJB;Ontrouve(McF% de do E
0 dt gt 4
g g
0O o 0
Il vient pour les équations du mouvement :
L, O
G2 = Mg+ My + Mg + M
Ddt [hl
_ . 20 iy _ dp dp .
O=mgasind —I dt2+(|—;b E'EE cosE)smE)—Jdt at sinB ;
Wy dy de 0 dy dé do do
O__IE'ESIHEHdt at coseg—(l— el cosG+Jdt prra
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d%p b2y dy do
— =—-J[F— cosf — snne
de df dt dt g

Considérons la premiére équation différentielle (celle du second
ordre en®8). Elle permet d’interpréter le phénoméne qui frappe
immédiatement un expérimentateur qui aura lancé une toupie :

La toupie tient sur sa pointe pourvu gu’elle tourne assez vite.

Je dis que cette équation traduit I'équilibre du repére(dans
lequel la toupie tourne autour de son axe de symétrie de révolution)
pour la liberté de rotation autour de la ligne des nceuds que posséde ce
repére R par rapport au repére R.

Ainsi, pour des valeurs de I'angbecomprises entre 0° et 90°, ces
bornes exclues :
— le poids, de moment+ mgasin®, tend a faire basculer la toupie
autour de la ligne des nceuds dans le sens de la chute ;

a0 L . ; -
- SIF est négatif, le moment de la force d’'inertie d’entrainement (la
part due a la variation dans le temps du vecteur rotation d’entrainement)
contribue dans le méme sens, ainsi que,
— si | > J, le moment de la force d'inertie centrifuge (la part due a la
valeur instantanée du vecteur rotation d’entrainement) ;

— seul le moment de la force d’inertie de Coriolis contrarie la chute de
la toupie encore a condition qaag{ et— aient le méme signe ;

— (sil<J, alors la force centrifuge fournit un couple de redressement

do

et on pourra enwsager— et— de signes contraires, le moment de la

force d’inertie de Coriolis, alors, agissant dans le sens de la chute).

Considérons une solution particuliéere du mouvement :

0 = constante comprise entre 0° et 90° , ces bornes excluesfgotée

do d%e
donc : i 0 ; dt2 =0.

d 2
—w:constante noté®, ; donc: llJ =0.

dt
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o _ o @ _
at - constante notéeyy ; donc e 0.

Ce mouvement est possible si:
mgasin 8 + (I — J) Q3 cos6, sinBp — JQq wy sinBg = 0,

les deux autres équations étant vérifiées.

Commefg est non nul, on simplifie par sl ; il vient en résolvant
I’équation du second degré :
Juy [ 4= mgacod,

0
Qozzu—J)coseOELﬂ/I PR

|
[l
g
On voit que :

pour une vitesse de rotation propre donagdéqu’on prendra positive)
il y a deux vitesses de précession possibles, une lente et une rapide.

Si | > J, les deux valeurs @&, sont positives («la précession et la
rotation propre se font dans le méme sens») ; elles existerapg si
dépasse une valeur minimale :

w2 2 = 7igacost,
Si | < J,il n’y a plus de condition suyx ; les deux valeurs d@g

sont de signes contraires, la négative ayant la plus grande valeur absolue
(la précession rapide se fait donc en sens contraire de la rotation

propre).
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