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Le calcul des incertitudes

par H. GIE et R. MOREAU.

Apres avoir constitué pendant des décennies dans notre En-
seignement secondaire un « morceau de choix » quasi incontour-
nable, le calcul des incertitudes subit actuellement une sorte de
traversée du désert et I'on briile ce que l'on a adoré la veille.
Le présent article se propose de présenter une étude de fond
du sujet susceptible de servir de référence pour ensuite adopter
une démarche pédagogique appropriée selon les différents ni-
veaux d’enseignement.

Il est vrai que notre vieux calcul d'incertitudes, quelque peu
sacralisé, était devenu une sorte de rite dont on négligeait de
donner toute interprétation sur le fond. Le «dogme » des enca-
drements conduisait parfois a4 des invraisemblances d'ou des
critiques fondées. Egalement, la distinction entre erreurs aléa-
toires et erreurs systématigques, bien que soulignée, était mal inté-
grée au niveau du calcul. Enfin, la discrétion était de mise quant
a l'estimation des diverses erreurs évoquées. En définitive, on
pratiquait un mode de calcul dont le soubassement était loin
d'étre clarifié. Le culte du calcul évitait d'avoir a réfléchir et a
se prononcer sur le fond.

Un tournant s’est amorcé, il y a quelques années, donnant a
la théorie probabiliste une place de choix [1]. Mais on risquait,
a contrario, un engouement injustifié pour le « tout probabiliste ».
En effet, il est nécessaire de garder a l'esprit qu'on ne dispose,
en général, que d'un nombre limité de résultats de mesures, et
qu'en outre, les lois statistiques supposées gouverner les erreurs
de mesures sont, a priori, inconnues, du moins dans un grand
nombre de cas. Il importe donc d'utiliser un outil d’'évaluation
s'accommodant autant que possible de cette ignorance.

Le souhait de chacun serait de disposer t'une technique de
traitement unique s'adaptant & la diversité des situations. Ré-
cemment, divers auteurs, dont MUiLLER particuliérement [2], ont
montré que la loi classique dite de « propagation des erreurs»
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fournissait un formalisme d’utilisation trés riche permettant de
traiter une grande variété de cas. En particulier, on est conduit
a clarifier la distinction faite entre erreurs aléatoires et erreurs
systématiques.

Dans ce cadre, nous allons développer la technique de calcul
qui se fonde sur la loi de propagation des erreurs puis l'illustrer
par divers exemples se référant a des cas usuellement rencontrés
lors de séances de manipulations. Nous insisterons, en parti-
culier, sur la recherche des meilleurs estimateurs des valeurs des
grandeurs mesurées et de leurs «incertitudes ».

|. VOCABULAIRE ET NOTATIONS.
Le vocabulaire utilisé est celui du calcul des probabilités.

* Nous distinguerons la variable aléatoire (v.a.) noté x
qui représente les mesures expérimentales d’'une grandeur phy-

sique G et une valeur particuliére, notée x, que peut prendre x
lors d’'un mesurage particulier.

* L'espérance wmathématique E(x) de la v.a. x sera
notée X. Si X = 0, la v.a. x est dite centrée.

La différence Ax = x— X sera appelée écart. L'écart traduit
Vexistence des erreurs alétaoires de mesure. Noter que X est
a priori inconnue, Par définition méme, E (Ax) = 0; la v.a.Ax est
centrée.

* La variance ¢,2 de x est définie par ¢,2 = E (Ax2). On
% : par o
note que x et Ax ont méme variance.

o, définit I'écart-type de x. C'est une mesure de l'incertitude
sur x, d'olr l'importance de l’évaluation de o,.

La covariance des deux v.a. x; et x; est définie par Tx; x; =

E (Ax; - Ax;) qu'on notera plus simplement ¢;;, les variances cor-
respondantes étant notées o2 et o2

Il. LOI DE PROPAGATION DES ERREURS BASE DU CALCUL DES
INCERTITUDES.

1.1. Formule de propagation des erreurs.

Nous considérons une fonction x = F(x, x..x,) des
M V.a. Xy, X2, ... X, qui représentent les mesures des grandeurs phy-
siques Gy, Gy, ... G,. Les erreurs de mesures sont caractérisées par
les écarts inconnus Ax; = x; — Xy, Axy = % — Xy, .. Ax, = x,— X,

Ces écarts, que nous supposerons petits (| Ax;| € |X;|), en-
trainent pour x un écart Ax, soit au second ordre prés :
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n oF
Ax = X fi le,' avec fi = <———-> (1)
i=1 ax; / %=X

Les écarts Ax; sont tels que E (Ax;) = 0 (v.a. centrées), de
sorte que :

E (Ax) =

Ax est aussi une v.a. centrée.

. fiE(Ax;)) = 0

M=

La variance ¢,2 a pour valeur :
o2 = E(Ax2)
avec :

Axt = X

i

bR G fidw) ( fiax) @)

j#i
Posant :
O‘iz = E(.Ax,-)2 et Oij = Gji = E(Ax,- Ax,')

il vient, en utilisant (2) :

ol = (fici* + 2 )’é fif; oy (3)

1 i j>i
1

T

t

La relation (3) exprime la loi dite de «propagation des er-
reurs » en ce sens qu'elle indique comment les erreurs Ax; se
répercutent, se propagent, sur la variable x. Il importe aussi de
se¢ rappeler que (3) néglige les termes d’ordre supérieur a 1
dans Ax.

On définit le coefficient de corrélation ¢;; des variables aléa-
toires x; et x; par :
Oij

(4)

Qi =
00
On montre que :
—1<;<1
¢;; indique la plus ou moins grande corrélation des v.a. x;

et x; entre elles. Toutefois, l'interprétation n'est simple que si
x; et x; obéissent a des lois de probabilité normales (ou de Gauss).
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Dans ce cas, | ;| = 1 traduit une dépendance fonctionnelle
linéaire entre x; et x; donc une totale corrélation. A l'opposé,
e;; = 0 correspond a des v.a. x; et x; indépendantes entre elles.

Dans le cas de deux variables, (3) donne :

ol = floe? + 2ol +2fifr on &)
avec les cas particuliers :
62 = flo? +flo? si en =10 (6)
et :
o2 = (fiorxfroa)? si |en| = 1. )]
Remarque.

La relation (6), dite d’addition quadratique est a rapprocher
de l'addition des intensités en Optique, soit I = I; + I, pour des
signaux lumineux incohérents, c’est-a-dire non corrélés.

Au contraire, la relation (7) est de type «addition des am-
plitudes » a rapprocher, en Optique, du principe des interférences
concernant les signaux totalement cohérents.

Cette remarque se généralise facilement a4 un nombre quel-
conque de variables x;.

On notera fondamentalement que le calcul des o2 et des oy
suppose connues les lois de probabilités qui gouvernent les v. a. x;.
Les écarts Ax; caractérisent ici les imperfections des mesures et
il n'y a aucune raison, en général, pour connaitre, a priori, ces lois
de probabilités. Il faudra donc substituer, a la place des o¢7?
et des o;; qui restent inconnus, des estimateurs fiables de ces

quantités. Nous noterons respectivement S,l (a la place de o2
et Si,- (a la place de oy;) ces estimateurs.

La recherche de tels estimateurs constitue, en fait, un tra-
vail essentiel dans ce qu'il est convenu d’appeler le « calcul
d’incertitudes ».

. . . kN . A,
On est ainsi conduit & calculer un estimateur S22 de o2
qui évalue l'incertitude sur x.

La relation (3) se transpose ainsi en :

§2= X (Sp+2 = fifi Si,' (8)
i-1 >

relation qui servira a la pratique du calcul d'incertitudes.



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 163

11.2. Cas particuliers.

A titre d'illustration, nous allons examiner des cas particuliers
importants d’application de (8).

1) x est fonction affine des x;, soit :

x = fixi+ 1,

n
i=1

ou f; et f, sont des constantes.

On note que les coefficients f; (i ¢ 0) sont bien ceux définis
précédemment par (1). Les relations (3) ou (8) s’appliquent donc
directement.

Un cas usuel est celui d'une somme :

x= % ox (fi=1)
i=1
dou :

S2= 3 S2+2 x éi,. (9)

Si les Si, sont nuls, on obtient la relation d'addition quadratique :
n A
§2= 3z §2 (10)
i=1

qui est d'un usage fréquent mais dont il importe de garder a
l'esprit les conditions d’application.

On notera aussi que le cas linéaire ne suppose pas nécessai-
rement I'hypothese |Ax;| < X,

2) x est un produit de la forme :

=3
R
=
.
[¢]
=1
-+

Posant : y = Inx et y; =
n
Ay = Z LAy

Ax Axi
avec Ay = — et Ay, =
X

, en supposant que | Ax; | €| X;].
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5

On est ainsi ramené au cas 1) précédent avec f; = X;, a
condition de considérer les écarts relatifs Ay et Ay,

Dans le cas usuel du produit simple :

n
x = II x;
i=1
on obtient :
a2 n 2 n A
8§y =8y, +23 Sy, (11
i=1 i j>i
1
avec
A Sx N Sxi A Sxixi
Sy = ) S}’i = » Syi}’,' =
X X; X; X,

ol les X; ainsi que X qui figurent aux dénominateurs sont les
valeurs centrales ou « valeurs vraies ».

Si les Sy, x; sont nuls :

&2 a2
Sy‘ = EISL‘

qui exprime l'addition quadratique des écarts relatifs.

Dans les cas particuliers du produit x = x;x, ou du quo-
X1
tient x = —,
X2
A2 A2 A2
Sx le SXZ le Xy
= + *2 (12)
X2 X2 X2 X, X,

Les signes + et — correspondent respectivement au produit
et au quotient.

Si|en| =1: éxlxz = = AleAsz de sorte que dans ce cas :
S $ 5.\
x x %
_ 1 + 2 (13)
X2 X1 X,

type de relation qui évoque le « vieux » calcul des incercertitudes.
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SiQr_;:OI

x4 X2
= + (14)
X2 X2 X2

11.3. Notation matricielle.

Il est parfois commode d'écrire la loi de propagation des
erreurs (3) ou (8) sous une forme plus compacte grace au forma-
lisme matriciel.

On introduit ainsi la matrice des variances :

'0'12 2. «
on  oF

(o)

o2
Cette matrice est symétrique.

On introduira de méme la matrice (S) des estimateurs en
remplagant les ¢2 et les ¢; par leurs estimateurs respectifs

§3 et éii.
La relation (3) s'écrit ainsi :
o2 = (o) (f) (15)
et de méme (8) :
82 = (DS Py (16)

ou (f) est la matrice ligne construite avec les coefficients f; et (f)*
la matrice colonne transposée de (f).

L’application pratique de la loi de propagation des erreurs (8)
ou des relations particuliéres qui en découlent se ramene donc,
comme nous l'avons souligné, au choix d’estimateurs. Cette
recherche constitue un pole important du calcul d’incertitudes.
La démarche proposée a l'avantage de fournir un mode de trai-
tement assez général et utilisable dans des situations trés variées.
Elle met l'accent, en particulier, sur l'incidence des corrélations.

Ill. ERREURS ALEATOIRES ET ERREURS SYSTEMATIQUES.

Rappelons tout d’abord que par erreur systématique, on
entend l'intervention d’'une méme cause perturbant un ensemble
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de mesures. On peut évoquer, par exemple, 'étalonnage défec-
tueux d’'un méme appareil de mesure, lintervention en cours
d’expérience d'une variation d'un parameétre physique tel que la
température, un méme défaut de réglage, etc.

Nous supposons que l'effet de cette cause systématique d'er-
reur est, a priori, inconnu. Nous excluons donc ici les cas
d’erreurs parfaitement calculables et dont on pourrait tenir
compte si la précision des mesures l'exigeait. Ainsi, pour citer un
exemple banal, dans une mesure de résistance « longue dériva-
tion » ou «courte dérivation», on peut toujours, en principe,
prendre en compte l'erreur introduite par la présence de I'ampeére-
metre ou du voltmetre.

Pour mieux cerner la question, nous allons considérer un
exemple simple mais tout de méme d’application assez générale
et bien propre a analyser la question de la distinction faite entre
erreurs aléatoires et erreurs systématiques.

Supposons qu’on soupgonne un défaut d’étalonnage d'un appa-
reil de mesure. Les mesures x; sont ainsi affectées, a priori, d'une
méme cause d'erreur se traduisant par un méme décalage a
sur chacune d’elles.

Pour tenir compte de ce décalage, on doit plutét considérer
les v.a.

i = xi+a
conduisant a :

= f(xl +a x+a,.x,+a) = f(zlr 22, e Zn)
au lieu de :
x = f(xy, %3 . X4)

d’ou I'écart, si a est petit devant les x; :
n
I—x = 21 fa
au second ordre pres.

On peut généralement, considérer a (inconnu) comme v.a.
centrée sur A = E (a) et d’écart-type o,.

L'erreur systématique sur x est évaluée par :
n
E(z—x) = (E fi) A
i=1
On peut procéder sur la variable z a une analyse de variance

pdur évaluer 1'écart-type S, qui permet d’estimer lincertitude
sur z.
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On notera que les v.a. z; sont corrélées par a, corrélation
qui s’ajoute aux éventuelles corrélations entre les x;. Nous sup-
poserons toutefois une absence de corrélation entre les x; et a
conduisant a admettre que :

E(Ax;Aa) = 0 avec Aa = a—A.
Dans 'ces conditions :
E (8z%) = E(Ax?) + E (Ad?)
soit :
UZ,-Z = ‘Tx,-z +o,2

ou, en remplagant par des estimateurs :

§,2 =S +S,2.
De méme :
Szz; = Sxx; +842.

La loi (8) de propagation des erreurs donne ainsi :

A A n A A
f# (Sxiz + Saz) +2Z fi ff(sxixi + Saz)
i=1 L

1

M=

&,
S,z =

soit en regroupant les termes relatifs aux x; d'une part et 4 a
d’autre part :

$2 =82 + (T f.2S2 (17)
i=1

relation ol apparait une double contribution :

A . r .
* S22 qui correspond aux erreurs aléatoires sur les me-
sures Xx;

n
* (Z £ $a2 qui correspond a l'erreur systématique a. Le
i=1
n
facteur (= f;)? est la marque d'un effet de corrélation.
i=1

Donnons quelques exemples d’application de (17).

1) Utilisation de la moyenne.
Nous empruntons cet exemple & MiiLLER [2]. Soit n mesures

. . .
effectives x® d'une méme grandeur G. La moyenne x de ces
n mesures est définie par :
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= — X x,
n i=t

® >

On peut associer & x et & x@ les v.a. % et x® telles que :

1,
X = — X x0, (18)
n i=1

Considérons d’abord le cas oui il n'y a pas d’erreurs sys-
tématiques. La relation (10) appliquée a (18) donne :

1 1

A2 n a2

S§=——Esxi fi=_
n2 i=1 n

A
les covariances S, . étant supposées ici nulles.
it

En supposant que les v.a. x ont une méme variance esti-

mée $2 :
)
§2 = —
x n
soit :
. S
S= = . (19)

x
Vn

La relation (19) traduit un résultat trés classique concernant

l'utilisation de la moyenne dans le cas des seules erreurs aléa-

toires. L'incertitude SE sur cette moyenne est réduite par rap-

1
port a lincertitude 8 sur une seule mesure par le facteur ,

n

d'olt l'intérét d’effectuer la moyenne d'un grand nombre de
mesures indépendantes.

Examinons maintenant Pinfluence sur la moyenne d'une er-
reur systématique décrite par une méme v.a. a correspondant a
un méme décalage sur les mesures x(.

Nous introduisons les v.a. z? telles que :
0 = x® +a
1

-_ n " —
et 7= — %70 = x + a.
n i=1
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On en déduit :

E(z—x) = E(a) = A
qui évalue l'erreur systématique.

Procédons au calcul de la variance sur la v.a. z.

Supposant valables les conditions de validité de (17), on
obtient :

2 a2 A2
s;_:S +Sa

x
1 "
(car fi = — et _21 f; = 1), soit encore :
n i=
&2
A2 2
§%=—+8 (20)
n

A
oll $? se rapporte a chaque variable de x(.

La relation (20) fait apparaitre le terme S,2 correspondant
a l'erreur systématique et indépendant de n. En augmentant n,

Ly

S
on tend & annuler la contribution —— correspondant aux erreurs
n

aléatoires et Sz - S, incertitude attachée a l'erreur systématique,
incontournable a l'évidence, par la seule répétition des mesures !
La distinction faite classiquement entre les deux types d’erreurs
apparait bien ici.

Remarque.

On peut obtenir directement (20) en considérant 7 comme
fonction des n + 1 variables indépendantes x® et a. La rela-
tion (20) traduit alors simplement l'addition quadratique cor-
respondant a des erreurs non corrélées.

2) Considérons maintenant l'exemple (oh combien classique !)
de la mesure d'un indice de réfraction par la méthode du « mini-
mum de déviation ». Si A désigne l'angle du prisme et D l'angle
de déviation minimale, l'indice »n du verre est donné par :

sin [(A + D)/2]
sin A/2

Faisons U'hypothése d’un éventuel décalage a (di, par exemple,
a une erreur de réglagé de la plate-forme du goniometre). Ainsi,
il faut considérer A = A’+a et D = D' +a.

n =
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On a :
on 1 sinD/2
fA = —_— = ——— et
2A 2 sin2 A/2
on 1 cos[(A + D)/2]
fo = — = —
"~ D 2 sin A/2

d’ou1 une erreur systématique évaluée par :
(Zlf.-) E(a) = (fa + fo) E(a).
1=

Prenant A = 60° et n = 1,50, fa = —0,638 et fp = 0,661
d'olr :
(fa + fv) Eta) = 2-10-2 E (a). (21. a)

. . A A A .
Calculons la variance. Soient S;2, S,? et Sp? les variances
estimées correspondant respectivement a a, A’ et D’. Nous sup-
poserons que :

842 = §p2 = &
et en outre que QA» p = 0.
Avec les données numériques précédentes :
fa2+fp2 = 0844 et (fa+ fo¥ = 57-10-4
L’application de la relation (17) donne :

§,2 = 0844 24 57+10~4 S2 (21.b)

Si § et $, sont du méme ordre de grandeur, le terme en Sz
est pratiquement négligeable, de sorte que :

S, ~ 098 (21.¢)
Comparant a4 (21.a), on note qu’il faudrait que |E(a)| soit

au moins 10 fois plus grand que S pour que l'erreur systéma-
tique E (a) se fasse sentir.

Dans la pratique, on pourra donc considérer que l'erreur

systématique est négligeable et que én est donné par (21.c).

On comparera au résultat « classique » :

1 A
An ~ nxX—cotg— €= 13¢
2

ou ¢ évaluait 1’ « incertitude » sur A et D.
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Comme nous l’avons souligné, on ne connait pas, a priori, l'er-
reur systématique que l'on commet sur une mesure et qui est
introduite par un défaut d’étalonnage, par la variation intem-
pestive d'un parameétre physique.. Sinon, on procéderait a la
correction nécessaire.

Ce qui permet de mettre en évidence une (ou plusieurs) er-
reurs systématiques, c’est la comparaison de la mesure finale
d'une grandeur, effectuée avec l'appareillage dont on dispose, la
méthode qu'on veut tester.. avec une mesure antérieure de la
méme grandeur, effectuée, par exemple, dans un laboratoire de
métrologie, ou avec une valeur théorique connue de cette méme
grandeur.

C’est ainsi qu'on étalonnera un spectrométre, un capacimétre,
un ohmmetre... ou qu'on comparera la valeur trouvée de l'accélé-
ration de la pesanteur en un lieu, ou celle de l'intensité du champ
magnétique terrestre ou encore la valeur du coefficient de varia-
tion de pression d'un gaz a volume constant.. 4 des valeurs
connues a l'avance avec une excellente précision.

En général, on ne trouve pas la méme valeur que celle que
l'on considére comme la mesure de référence.

Si l'on connait I'écart-type éR de celleci et si l'on a estimé

I'écart-type Sp de sa propre mesure, il arrive que la différence
X, — Xy entre la valeur personnelle et la mesure de référence soit

supérieure a Sy + S,.

En l'absence de toute erreur systématique, cette différence
doit tout simplement étre attribuée au hasard.

Mais, compte tenu de la forme des lois statistiques affec-
tant Xz et X, (lois connues ou supposées), de la maniére dont

ont été évalués éR et s‘p (et notamment du nombre de me-
sures indépendantes (*) qui ont permis de les estimer), les
lois du Khi-deux de PEeaARSON, de STUDENT-FISHER, de FISHER-
SNEDECOR... selon le cas, permettent d’évaluer la probabilité pour
qu'une telle différence ne soit pas imputable qu’au hasard...
Si, par exemple, en supposant que les lois suivies par Xy et X,
sont gaussiennes, une application judicieuse de la loi de STUDENT

permet d’affirmer que la différence X, — Xy obtenue n'est suscep-
tible d'étre due au hasard qu’avec une probabilité inférieure

(*) Voir a ce sujet l'analyse faite aux paragraphes VII.3 et VII. 4,
montrant qu'on ne gagne pas en précision en prenant en compte des
mesures non indépendantes.
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a 10-3, il y a alors tout lieu de considérer que c’est l'existence
d'une erreur systématique qui est cause de la différence. Il reste
a déterminer la ou les causes de cette erreur systématique [3].

La répétition des mesures indépendantes permet, en géné-
ral, par comparaison de la valeur finale estimée a une valeur
connue, de mettre en évidence de telles erreurs systématiques.

Cette répétition est donc utile puisqu’elle permet, en utili-
sant la moyenne, de diminuer l'écart-type de l'estimateur final

1

(en gros comme —— >, mais elle a évidemment comme limite
n

les erreurs systématiques qu’elle permet parfois de dépister.

IV. INTERET ET LIMITES DE LA FORMULE DE PROPAGATION DES
ERREURS.

La formule de propagation des erreurs permet, dans de
nombreux cas, de mener a bien une réflexion portant sur les
incertitudes. Il en est ainsi lorsque l'on cherche a estimer la
valeur exacte X d'une grandeur G en ayant procédé aux mesu-
rages préalables de »n grandeurs primaires de valeurs exactes
mais inconnues) X;. Si l'on connait les variances des mesures
expérimentales x; cette formule permet d'en déduire I'écart-
type o, de la variable aléatoire x = F(x;, x,, ... x,,). Comme cela a
été souligné précédemment, un des probléemes essentiels consiste
a estimer correctement les X; et les variances (et covariances)
des x; mais de plus, on n'est jamais tout & fait certain de connaitre
la bonne expression F (X, X ..., X,).

Il est toujours possible, en effet, d’avoir négligé indament
des variables intervenant dans le mesurage de G. C’est pour-
quoi, on a intérét, si on le peut, & recommencer l'opération de

mesurage a partir d’autres valeurs indépendantes (921, .12,2, ;c,,),

e maniére a constituer un échantillon de k valeurs de la variable
aléatoire x = F(xy, ..., x,), et & contrdler, par un test, la validité
des hypothéses portant sur la matrice (o) et sur la fonction F
elle-méme.

Soient deux méthodes différentes de mesurage d'une méme
grandeur G, construites a partir de deux ensembles (x, x, ... x,)
et (x'y,...x",) de mesures primaires. Il arrive souvent que, sans
connaitre exactement les matrices (¢) et (¢’) des variances des
deux ensembles de départ, on puisse du moins les comparer ou
méme construire 'une a partir de l'autre.

Dans ce cas, la connaissance des fonctions F (X, X,,..X,) et
F (X4, X,..X’,) conduisant toutes deux, théoriquement, a X,



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 173

permet par applicatton réitérée de la formule de propagation
des erreurs, de comparer a priori, les précisions des deux mé-
thodes. Il n'est quand méme pas mauvais, 1a encore, de vérifier
expérimentalement que les dispersions des résultats autour de
valeurs moyennes sont bien telles que le prévoit la théorie.

Nous montrerons plus loin, également, que la formule de
propagation des erreurs permet d’aborder le probléme de la re-
cherche d'un estimateur unique et définitif de la valeur exacte X,
inconnue, d’'une grandeur G dont on posséde déja plusieurs

A

. . . . A A
mesures ou estimations primalres Xi, Xy, ... X,.

Toutes les valeurs aléatoires xi, x,...%, correspondant a ces
mesures ont, a priori, la méme espérance mathématique X, mais
leurs variances peuvent différer, elles peuvent étre indépendantes
ou corrélées, et la recherche d'un estimateur final, corres-
pondant & une variable aléatoire de variance minimale, est un
probleme intéressant dont la solution est parfois étonnante.

Il ne faut cependant pas perdre de vue que le champ d’appli-
cation de la formule de propagation des erreurs est limité aux
calculs de variances. Cette formule tire sa généralité du fait que
ces calculs sont indépendants des formes des lois de probabilité
auxquelles obéissent les variables aléatoires x; Mais la limita-
tion de ce champ ne permet pas de répondre a tous les pro-
blemes posés par 1’existence d’erreurs, et, notamment, & ceux qui
impliquent une décision.

Remarquons que lorsque les X; et la matrice (¢) relative aux

variables aléatoires (x, x7..x,) ont été estimés a partir d’échan-
tillons d’effectifs faibles, l'application de la formule:

A A A A
x = F(x, % ... X)

et de la formule de propagation des erreurs conduisent a des
estimations de X et de ¢, qui sont moins précises que celles
que l'on pourrait tirer d’'échantillons d’effectifs plus élevés.

Certes, l'information que l'on peut tirer du couple de résul-
tats J'E, Sx est incomparablement plus riche que celle constituée

. . A . 1A .
par la seule estimation x de X, mais elle peut n'étre pas suffi-
sante pour juger d'une méthode, comparer significativement des
mesures, rejeter comme aberrantes certaines d'entre elles, etc.

Pour aller plus loin, il faut connaitre la loi de probabilité de
la variable aléatoire x = F(x;, x3,...x,) et, partant, celles des x;.
Mais méme dans le cas oll 'on a de bonnes raisons de faire
une hypothése sur la loi suivie par x, tel intervalle construit a
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partir de x et de §x (yzi 2 §x par exemple) contient avec plus ou
moins de vraisemblance la vraie valeur cherchée X selon que x

A .« .
et S, ont été obtenus avec plus ou moins de précision.

Nous dirons également un mot de ce probleme essentiel
mais qui devient tres difficile 4 aborder lorsque 'on ne dispose
que d'une estimation de X alors qu'il peut étre aisément traité

si l'on détient plusieurs mesures [3].

V. LA RECHERCHE DES ESTIMATEURS.

V.1. Considérations générales.

11 s’agit d’estimer les valeurs X; inconnues, des grandeurs G,
ainsi que les variances ¢ des variables aléatoires x; qui consti-
tuent les mesures expérimentales de ces grandeurs, et les
covariances ¢;; des différents couples x,, x;.

L'estimation d'une valeur X; ne peut que résulter d’'un ou
plusieurs mesurages de G. Si l'on ne dispose que d'une mesure

3c,-, c'est celle-la qu’'on prend comme estimateur de X; et pour
estimer la variance ¢? de x; ou la covariance de x; et des autres
variables aléatoires x;,; ; on fait appel soit a des sources de
renseignement extérieures, comme les notices de constructeurs,
soit & des considérations théoriques, ou encore a des informations
tirées d'expériences passées.

C'est évidemment ce dernier cas qui permet de disposer des
informations les plus fiables sur la matrice (o).

Une mesure isolée, effectuée par un opérateur ne possé-
dant aucune information sur l'appareil qu’il utilise ne peut évi-
demment pas permettre d’estimer oy, , encore moins la covariance
de x; avec telle autre variable x;. En revanche, la longue pratique
d'un appareil permet a un expérimentateur, dans son labora-
toire, d’estimer l'écart-type de la dispersion des mesures effec-
tuées avec cet appareil. Entre ces deux situations extrémes, on
peut, en consultant la notice d'un appareil, avoir une idée de la
dispersion des mesures qu'il permet d’'obtenir.

En Electricité, par exemple, l'indication de la classe, pour
les appareils a aiguille, celle de 1’ « erreur maximale », variable
selon le calibre et le type de grandeur mesurée, pour les appa-
reils électroniques a affichage numérique, constituent des indi-

cations précieuses.
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Il ne faut, bien entendu, pas prendre a la lettre les indica-
tions des constructeurs, mais celles-ci donnent un bon ordre de
grandeur.

Donnons a ce propos un seul exemple : Le laboratoire d’Elec-
tronique d'un Lycée technique, section de T.S. Electronique, pos-
sede 12 multimeétres électroniques, 4 microprocesseurs et cali-
brage automatique, de grande qualité. Pour une mesure de ten-
sion continue, sur le calibre 20 V, l'erreur maximale, annoncée
pai le constructeur, est définie par la somme des deux contribu-
tions : 0,03 % de lecture; 0,01 % du calibre.

Les douze appareils ont été branchés en paralléle sur une
alimentation stabilisée trés bien régulée. Les indications, en volts,
rangées par ordre croissant, de ces douze appareils, ont été
les suivantes :

10,084 ; 10,090 ; 10,092 ; 10,093 ; 10,093; 10,093; 10,094 ; 10,094 ;
10,094 ; 10,095 ; 10,096 ; 10,098.

La tension mesurée étant voisine de 10 V, l'erreur maximale
annoncée par le constructeur est donc égale 2 5 mV, et on
constate que 14 mV séparent les deux mesures extrémes : comme
c’est souvent le cas dans les lycées, 'étendue des mesures d'une
méme grandeur, est supérieure a4 deux fois l'erreur maximale
théorique.

En supposant l'échantillon de mesures ci-dessus, tiré d’une
population normale, on démontre que l'on peut considérer avec
un risque d'erreur voisin de 5%, que la premiere mesure est
aberrante, Mais les tests, qu’ils soient de DIxoN ou de l'écart a
la moyenne, n'aménent pas a considérer cette méme valeur
comme aberrante au seuil de 1% [3].

Si on é6te cette mesure de l'échantillon considéré — et si
U'on rejette par conséquent l'appareil correspondant de la collec-
tion, tant qu'il n'aura pas été réétalonné — on trouve que la
moyenne des mesures est 10,0938 V, et on peut estimer l'écart-
type de la variable aléatoire x correspondante a 2,1 mV.

L’erreur maximale annoncée par le constructeur apparait
alors égale a environ 2,5 fois 'écart-type, et cette situation carac-
térise assez bien ce que l'on trouve dans les lycées lorsque le
matériel utilisé est assez récent. En l'absence d'informations
tirées de l'expérience et de l'analyse statistique, la seule ma-
niére de procéder consiste a effectuer des échantillonnages : pour
estimer l'écart-type de la mesure expérimentale d’'une longueur
de I'ordre du metre, a Yaide d’une régle, par exemple, il faudrait
que plusieurs opérateurs différents, utilisant des regles du méme
type, graduées de la méme maniére, procedent au méme
mesurage.
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Pour estimer la variance de la mesure expérimentale du dia-
meétre d’une bille d’acier, a l'aide d’'un palmer, le mieux consiste-
rait certainement a effectuer plusieurs mesurages, par des per-
sonnes différentes, utilisant des palmers comparables, mais
différents.

Pour avoir une estimation de lerreur typique affectant la
mesure d'une capacité par une méthode donnée, mettant en ceuvre,
par exemple, un pont industriel, il serait bon de pouvoir recom-
mencer l'opération plusieurs fois, a différents moments de la
journée, essayer plusieurs ponts du méme type, etc.

V.2. Estimation de I'espérance mathématique X; d'une variable
aléatoire x;.

Plusieurs mesurages, indépendants, de la méme valeur X,
., i . s . A . R
ont donné les résultats x;V, x,@, ... x;®, ... x;®. Il revient au méme

de considérer que les 92,11’) sont les valeurs prises par la méme
variable aléatoire x; au cours de k tirages successifs, ou de sup-
poser que chacune des valeurs x;(? est prise par une variable
aléatoire indépendante x;»). Les k variables aléatoires x/ ont
alors méme loi de probabilité.

Toutes les corrections qui semblent nécessaires pour que
les espérances mathématiques E (x/) soient toutes égales a
X, ont été effectuées. Les propriétés de l'espérance montrent

1

k
alors que la variable aléatoire x; = — X x;» a également pour
k p=1
espérance X; = E (x;).
0 . T 1 k A
Pour cette raison, on dit que l'estimateur x; = — X x;®
k p=1

est sans biais (la variable aléatoire correspondante a pour espé-
rance mathématique la valeur X; que l'on cherche a estimer).

Cet estimateur est, par ailleurs, « efficace ».

On dit qu'un estimateur est efficace lorsque la variance de
la variable aléatoire correspondante est faible.

Considérons, en effet, une variable aléatoire ¢ obtenue par
combinaison linéaire des k variables aléatoires indépendantes x®
de méme loi de probabilité (et dont en particulier 1'espérance
mathématique commune est X et 1'écart-type o).
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On désire que l'espérance mathématique de { soit égale-

k
ment X;. Puisque { = X a,x®, les propriétés de I'espérance im-
p=1

k
posent pour cela que soit vérifiée la condition R = X a, = 1.
p=1

Le théoréeme de propagation des erreurs (formule 3) nous

k
donne pour variance de ¢ : GCZ = (X a?) ol

p=1

Si nous voulons déterminer un jeu de coefficients a, qui
conduisent a une variance ¢? minimale, il nous faut, compte tenu
de la contrainte R = 1, écrire, selon la méthode du multiplica-
teur de Lagrange, que chacune des dérivées partielles par rap-
port aux a, de V'expression GCZ + % R est nulle, soit :

wa(o‘cz—f-f}\.R)
———— =20a,02+ 1 = 0.
da,

1
Tous les a, doivent donc étre égaux 4 —.

k

Nous venons donc de démontrer que de tous les estimateurs

de X congus comme combinaisons linéaires de k résultats x(®
_ L

indépendants et de méme « poids », la moyenne x = —— X x®
K p=!

est l'estimateur le plus efficace en ce sens que la variance de la

variable aléatoire correspondante est la plus faible (elle vaut

o2 )
k

Il peut arriver aussi qu'on ait 4 estimer X & partir de valeurs
prises par des variables aléatoires indépendantes, ayant méme
espérance mathématique X, mais des écarts-types différents

o1, 92, ... 0p ... 0... De toutes les combinaisons linéaires des x ayant
méme espérance mathématique X, la moyenne pondérée par les

coefficients —— est alors celle dont la variance est la plus faible.
O-pZ
k
Montrons-le : Soit R = X «,, on doit avoir R = 1 pour que
p=1 .
k
E{) = X avec ¢ = X o, X0,
p=1
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Le théoréme de propagation des erreurs entraine
k
2 —= 27 2
o’c = Z a0’
r=1

Pour que 0.2 soit minimale, on doit écrire, comme précédem-

S
ment, pour chaque coefficient a, :

b (chZ +2R)
= 20,02+ = 0.
0 o
1
o2
On en déduit la forme commune des a, : o, = —
k 1
pX
=1 o-pZ

Ainsi, lorsque les «incertitudes» de plusieurs estimateurs

A A A B
x0, ., x@), L x®) d'une méme valeur X sont égales, respective-
ment a oy, ..., oy, ... 0k, le meilleur estimateur (le plus efficace) que

. . \ . A
I'on puisse construire a partir des x® est :

PR)
z
A p=l Upz
x = . (22)
k 1
)
r=1 o—pZ

V.3. Estimation de la variance o, d’'une variable aléatoire x.

Rappelons, car cela va nous étre utile, que la v.a. Ax = x — X,
qui se déduit de x par simple décalage, a également pour va-
riance o2 Soient, comme précédemment, k v.a. x®, indépen-
dantes, de méme loi de probabilité, telles que :

E(x®) = X et E(x®—X) = o2

T ¢
Considérons la v.a. § = — X (x —X)2,
k p=l

Son espérance mathématique est évidemment o,2

Supposons que l'on dispose de k valeurs x», de méme poids
statistique, estimant chacune la valeur cherchée X. La quantité

S'2, telle que :
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) L oy,
§2 = — X (x)—XY)
k p=l

serait un bon estimateur de ¢,2 si I'on connaissait X, mais X ne

- N
peut qu'étre estimée par x = —— X x® et cela complique donc
k r=t
un peu le probleme.

Nous allons montrer qu'un estimateur sans biais de ¢? est

Py

S.2, tel que :
A 1 koA y
S2 = —— ¥ (x—x) (23)
k—1 »=t
— LI
Définissons, en effet, successivement, les v.a. x = —— X x®
k p=t

k k
et m =% (x® —XP = T x02— k%2
p=1 p=1

Posons x» = X +Ax® et x = X+ Ax; on trouve:

k —
n = L Ax(®2—k Ax2,
p=1

Or, nous savons que Ax, moyenne de k v.a. d’écart-type

ol
commun égal a o,, a elleméme pour variance E (Ax?) = —.
Donc E(m) = (k—1)c 2
1 1 k _ .
Lava — = S§2 = ——— X (xi®—%)? a bien pour
k—1 k—1 »r=1

espérance mathématique o2

L'estimateur S.2, que l'on peut considérer comme une valeur
particuliere de S;2 est donc un estimateur sans biais de o2

Donnons trés rapidement, et sans les démontrer, quelques
propriétés relatives a la variance de :

1 k _
sz - — ¥ (x(P))__.x)Z.
k—1 #=1

Si u,t est le moment centré d'ordre 4, u* = E (x® —X)}#,
commun aux v.a. indépendantes x, et ¢,2 leur variance, alors
la variance de S,2 vaut :
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ut k—3
— o (24)
k k(k—1)
C'est une quantité généralement assez faible, aussi S est-
il un bon estimateur (efficace) de la variance des x® (ou de la
variable aléatoire initiale x).

Lorsque x suit une loi de Gauss :

1 (x—X)?
§(x) = ——e 202 |
2n0o
on trouve :
ult = 3ot (25)
La variance de S,2 vaut alors :

20,4
e, (26)

k—1

Dans ce dernier cas, d'ailleurs, on montre que la v.a
(k—1)S2 . N ;
—  suit la loi dite du x2 — khi-deux — a k —1 degrés de
‘U'xz
libertés, et que l'espérance mathématique de x? vaut k—1 tan-
dis que sa variance vaut 2 (k—1).

On vérifiera sans peine que ces données sont compatibles
avec les résultats énoncés précédemment lorsque x est une
v. a. normale.

[E(S2) = o2 et formules (24), (25) et (26)].

V.4. Estimation de la covariance ¢;; d'un couple de variables
aléatoires.

La plupart des fautes que l'on commet dans les calculs d’'in-
certitudes sont dues au fait que l'on considere comme indépen-
dantes des grandeurs qui sont plus ou moins liées.

Donnons un exemple tres simple du type de réflexion qui
doit étre mené. Soit un segement AC de longueur X, contenant
un point B. La longueur de AB est X, celle de BC = X,.

X X
b b c

Fig. 1 \ X /
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s ra A
On a mesuré X,;, le résultat de ce mesurage est x;, et
deux opérateurs mesurent ensuite X,. Ils trouvent respective-

A A
ment x®M et x,@.

On en déduit deux estimations x® et x® de X : x® = 3c1 + ;cz“)
et x@ = x; +x,0.

Ces mesures de X ne sont pas indépendantes. Caractérisons
leur corrélation : soient x; la variable aléatoire correspondant a
la mesure unique de X, x® et x,® les variables aléatoires rela-
tives aux mesures de X, par les deux opérateurs, et x et x@
les variables aléatoires estimant X :

0 = x; + x50

x@ = X+ _xz(z),

Supposons  x;, x0 et x® indépendantes, et telles que
E(x)) = Xi; E(®) = E(n®) = Xy; E(aq—XP = o
E (W —X;2 = E(x® —X;? = o

Les propriétés de I'espérance entrainent évidemment E (x(V) =
E (x@) = X. On trouve alors sans peine que :

E [(x® —X) (@ —X)] = o7,

résultat attendu, du fait que x; figure a la fois dans xW et
dans x@.,

Les variables x® et x@ ont un coefficient de corrélation
o = o02/(c2 + 02) et les considérer comme indépendantes peut
entrainer des fautes d’appréciation.

Les calculs d’incertitudes étant beaucoup plus faciles a2 mener
lorsque les variables x; intervenant dans la fonction F sont indé-
pendantes, on cherchera bien évidemment autant que possible,
a choisir des variables indépendantes. Dans l'exemple précédent,
il faudrait que les deux opérateurs mesurent séparément X; et

. . A A A
constituent chacun un estimateur x = x; + x; de la longueur X.

De méme, si deux variables x, et x, intervenant dans la fonc-
tion F sont liées par une relation du type x; = g(y,x1), avec
y indépendant de x;, il faut faire choix du couple de variables x;, ¥
a la place du couple xi, x;.

Cependant, méme lorsqu’on a fait tout ce que l'on croit pos-
sible pour que des variables soient indépendantes, il peut arriver
qu'un phénomeéne négligé, une erreur systématique, etc. entraine



182 BULLETIN DE L’UNION DES PHYSICIENS

une corrélation entre elles. On peut alors essayer, pour estimer
le coefficient de covariance ¢; d’exploiter les résultats des couples

de mesures (x, x;»). Puisque, par définition :
oij = E(x;—X;) (x;— X)),

on peut définir un estimateur éii de o;; a partir de la variable
aléatoire S;; telle que :

1
Sii = — X (x»—%x;) (x].(p)—'il.)
k7=t

expression dans laquelle x; et X; sont les moyennes respectives

_ | _ 1
définies par x; = — I x® et X; = — X x®,
k r=1 k =1

Cet estimateur n'est pas sans défaut : il est biaisé et sa
variance est importante. Cependant, si le nombre k de couples
analysés est élevé, ces défauts disparaissent; or, il faudra sou-

A A
vent analyser beaucoup de couples (x;®), x) pour déceler une
corrélation entre des variables qu'on aura choisies a priori pour
leur indépendance supposée.

Dans la branche des Statistiques que constitue 1’Analyse de
Corrélation, on cherche & estimer, non la covariance o; de
deux variables x; et x;, mais leur coefficient de corrélation :

Oij

g;0;

L’estimateur retenu ;’,-,» est généralement défini par la variable
aléatoire r;; telle que

rj = —————
S)i . S}j
ol S; a la valeur définie précédemment, et
1 1 x
§r=— Z (x—xp S =— X (x®—x)* (27)
k »=t ko=l

Cette variable aléatoire peut prendre des valeurs comprises
entre —1 et + 1. On peut calculer sa valeur pour n'importe quel
systeme d’observations a4 deux dimensions. Toutefois, comme cela
a été dit précédemment, ce n'est que lorsque les v.a. x; et x;
sont normales que le coefficient de corrélation admet une signi-
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fication concréte en tant que caractéristique de l'intensité de la
liaison entre ces deux variables. Il est en effet possible de
construire des exemples pour lesquels, bien que ¢ = 0, les
variables x; et x; sont liées par une relation purement fonction-
nelle. Inversement, si les lois suivies par x; et x; s'écartent forte-
ment de la loi normale, le fait que | ¢ | soit proche de 1 n’entraine
pas nécessairement que ces variables présentent un degré de
corrélation élevé.

Avant de clore ce paragraphe, nous donnerons, sans les

N

démontrer, quelques résultats relatifs a lestimateur ;i/‘, qui

conduit a S;; par la relation :

A

A A A
’ ’
S,-,»:ri,-S,-'S,-.

Nous nous limitons au cas ou les lois suivies par x; et x; sont
des lois normales. On prend des échantillons de k couples x;®, x;»
et l'on note ¢ le coefficient de corrélation entre les v.a. x; et x;.

rij a pour espérance mathématique :
(1—e?)
E(ry) = ¢———— (28)
2k
r; est donc un estimateur biaisé, mais dont le biais s'annule

lorsque k tend vers l'infini. Si k est élevé, r;; est une v.a. sensi-
blement normale, et sa variance vaut :

(1—
—k-—~1-—-. (29)

Pour donner une idée de la dispersion de r;; dans le cas ou
I'effectif k est faible, considérons quelques valeurs numériques :

Supposons que 'analyse de 10 couples (;c,(ﬁ), 5c,~<ﬂ>) conduise a l'esti-
mateur ;i,- = 0,6. Alors l'intervalle de confiance a 95 % pour o

serait (—0,03); + 0,89). Autrement dit, quand on trouve r; = 0,6,
dans 5 cas sur cent, la vraie valeur de ¢ est extérieure a l'inter-
valle (—0,05; + 0,89). Dans un cas sur cent, elle est extérieure
a l'intervalle (—0,30; + 0,93).

Vi. RECHERCHE D'UN ESTIMATEUR DE X A PARTIR D’ESTIMATEURS
CORRELES.

Au paragraphe V.2, nous avons vu comment, a partir d’es-
timateurs primaires indépendants de la méme valeur X, on

pouvait constituer un estimateur définitif, x de X, en prenant la



184 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

moyenne, pondérée par les inverses des variances de ces estima-
teurs primaires (formule 22).

Dans la pratique, on dispose souvent d’estimateurs non indé-
pendants d'une méme valeur X; il nous faut donc compléter
I'étude du paragraphe V.2. en considérant ce cas. Nous traiterons
tout d’abord le cas simple de deux estimateurs primaires corré-
lés, puis nous généraliserons au cas le plus courant ol les esti-
mateurs non indépendants sont nombreux.

VIL.1. Constitution d’un estimateur a partir de deux estimateurs

primaires corrélés.

Soient deux v. a. x; et x,, corrélées, de méme espérance mathé-
matique X, correspondant aux deux estimateurs primaires x; et x,.
Nous poserons : ¢2 : variance de x;; ¢* : variance de x;; oy :
covariance de x; et x».

Soit & une nouvelle v.a., combinaison linéaire de x; et x,, de
méme espérance mathématique X que x; et x; 1 & = oy x1 + o Xy,
avec R = oy + o, = 1. Cherchons quelles valeurs il faut donner
4 oy et ap pour que la variance de E, O‘E2, soit minimale.

‘O'rz = alz 0'12 + 2 ol Oz 012 + (Z.ZZ 0'22.
Utilisons la méthode du multiplicateur de Lagrange :

9 (o Ez + A R)

= 2&.1‘0’12-{—2&2012—}-7» =0
2 0y o 02 —op
; —_ — T e——————
(e +1R) o o —op
= 2002 + 20024+ h =0
00y
soit :
o2 —op ol—op
MG = —-— o =

o+ 02+ 20

L’estimateur le plus efficace est donc :

,
ot + ot —20p

x (o2 —op) X1 + (62— o) %2
x = . (30)
o2+ ol2—20p

On retrouve la formule (23) lorsque o, = 0.

Remarque.

Il existe une autre théorie, plus générale, pour trouver les
« bons » estimateurs. C'est celle dite du « maximum de vraisem-
blance ». Il n’est pas question d'étudier cette théorie dans le
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cadre de cet article, mais on peut, & propos de I'exemple précé-
dent, en illustrer l'idée de base.

On remarque que, si les mesures primaires de X a travers
A A . 2 . 7y 7
deux valeurs x; et x, des variables aléatoires corrélées x; et
. 3 A A .
x; ont justement donné le couple (x;, x,), c’est que la probabi-

lité 8 (x4, JAC;Z) étajt assez grande. Supposons que x; et x, soient
gaussiennes.
La loi de probabilité suivie par x; seule est :
1 (x;—X)?
S(m) = ———e ™ ;.2
2.1120'1

La loi de probabilité suivie par le couple (xy, x,), si leur coeffi-

. o
cient de corrélation est noté ¢, est donnée par 'expression :
g0
1 1 (x; —XP (x,—X)? 20 (2 — X)(x, —X) >
— -+ - T
X1, X2) = e 20—¢) < of o 0102

2Jt0'10’2V1—\QZ

. A A A
X est inconnue, on cherche a l'estimer par x. & (x;, x;), obtenue
en remplacant dans l'expression précédente x; et x; par les

A A . A
valeurs trouvées x; et x,, est une fonction de x.

L’idée de base de la théorie du maximum de vraisemblance
consiste a dire que le meilleur estimateur de X est celui qui

A
rend 3’)3 (x1, x;) maximale.

Pour cela, il faut que l'argument de l’exponentielle soit
maximal. Posons :

1 <<£l—£>2 (2 — x)? z.g(fcl—fc)(aéz—&))
+ .

2(1—¢)

1 dx?

/1 1 2 1 e
: - =x<—+—— ——x1<——
4 (1 —_ Qz) dx '0'12 0'22 102 ‘0'12 T 02

. 1 e
_i <__ .
0'22 G102

. . / » .
Le meilleur estimateur de X, au sens du maximum de vrai-
dx?

0'12 0’22 0102

A . .
semblance, est donc la valur de x qui assure = 0, soit :

dx
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A A
X1 o1 X2 o1z
1— +— 1=
oy o2 o oy

x = : (31)

On vérifiera sans peine que cette valeur est la méme que
celle qui est donnée par la formule (30), établie en exigeant seu-

. N A . ra
lement que la variance de la v.a. correspondant a x, indépen-
damment de la loi suivie par le couple (x; x;), soit minimale.

Il n'en est pas toujours ainsi, mais il est satisfaisant de
constater sur cet exemple, que la méthode générale du maximum
de vraisemblance, assortie de I'hypothése gaussienne, conforte
nos simples considérations de variances.

V1.2. Généralisation au cas de plusieurs estimations corrélées
d’'une méme valeur X.
Soient »n mesures 921, 922 3cl~ ;cn assorties d’incertitudes
Oy 0o T 00e Ty

. 2 A .
On peut considérer que les x; sont les valeurs prises, respec-
tivement, par n variables aléatoires corrélées, de méme espérance
mathématique X, et de matrice de variances (o) telle que :

*0'12 T12. « «
021 o .
(@) =1 - "

o
Pour trouver le meilleur estimateur de X, construit a par-

» A e re \

tir de x;, nous pouvons encore utiliser le théoréme de propaga-
tion des erreurs ou recommencer a mettre en pratique la méthode
du maximum de vraisemblance

E3Y 2, A A A
Premiére méthode. On cherche x sous la forme x = X o; x;,
avec R = X a; = 1 pour conserver E (x) = X. i

P

La recherche des a; consiste 4 minimiser la variance de la

n
variable aléatoire x = X «;x;.
i=1
Dans ce cas, les coefficients f; du paragraphe I1.3 sont égaux
aux «; et, en notant comme alors («¢;) la matrice ligne (¢4, ... &,),
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et (@;) la matrice colonne transposée, on trouve, selon la for-
mule (15) :
ol = (o) (o) (e

Nous noterons encore (I,) la matrice ligne unitaire composée
de n fois l'unité : (I,,) = 1,..1, et (I,) la matrice colonne trans-
posée. De la méme maniére, nous poserons :

(%) = (x1, 0 X0)

dg2
et ( Z > la matrice ligne formée par les dérivées partielles

\ 2 ay
de ¢,2 par rapport aux o,
02
On trouve ainsi : < > = 2(a;) * (o).
0 o

La méthode de Lagrange, compte tenu de la contrainte R = 1,
entraine :

2(a) (o) + 2 (1) = 0

A
soit : (a;) (o) = _—Z_(In) (32)

Ou encore, si la matrice inverse (¢)-! existe :
A
(o)) = ————(I,) * (o)L
2
La contrainte R = 1 impose alors au coefficient — —— d'étre

égal a ———S—, ol S est la somme de tous les termes de la ma-
trice (o)1 :
(a;) = —1‘- (I,) (o)1
S
La variable aléatoire, combinaison linéaire des x; dont la

variance est minimale, x = (a;) *{x;), vaut donc, puisque, lors-
qu'elle existe, (¢)-! est symétrique :

*(In)* (o)1= (%) (33)

X =
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On vérifiera que dans le cas de deux variables, ol :

ay? Q0102
(o) =
Q0102 o9

1 e
1 o2 0102 .
et (6)1 = —— , on retrouve bien
1—@? Q 1
0102 o

I’expression de x donnée par les formules (30) ou (31).

Deuxiéme méthode. En supposant les variables (x, %, ... x,,)
gaussiennes et corrélées, on montre que la probabilité pour obte-

nir (JAcl,;Cz, ﬁc,,) est de la forme k-+e-©0, expression dans la-
quelle si (.;C—X) est la matrice ligne (JACI—X, ;éz-x, JAcn—X),
X2 = (x—X) (o)1 (x—X).

En écrivant que x rend, en estimant X, cette probabilité

maximale, on retrouve exactement l'expression donnée par la
formule (33).

VIl. QUELQUES AUTRES APPLICATIONS DE LA FORMULE DE PRO-
PAGATION DES ERREURS OU DE SES CONSEQUENCES.

Nous traiterons deux exemples ou l'on opeére de maniére a
éviter l'utilisation de v.a. corrélées, et deux autres, ou au
contraire, on en utilise.

Vil.1. Mesure de la raison d'une progression arithmétique.

Un enregistrement permet d'obtenir les segments e, e, ... €11,
parcourus par un mobile animé d'un mouvement uniformément
accéléré, pendant des durées égales . L'accélération est notée a.
Les longueurs de ces segments sont, a priori, en progression
arithmétique de raison r = a¥2

Comment procéder rapidement 2 la mesure de r?

On peuyt, par exemple, prendre 5 couples de segments consé-
cutifs indépendants : e;— ez, es— &y, ... €11 — €y

En admettant que toutes les mesures de longueurs sont des
variables aléatoires de méme écart-type ¢, la mesure d'une dif-
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Fig. 2
férence (e;— e;_1) est une v.a. d’espérance mathématique r et

d’écart-type ¢ V2 (formule (6) avec f; = 1 et f, = —1).

Les 5 estimations de r ainsi obtenues ont méme poids
statistique.

Si on prend la moyenne, on obtient une nouvelle v.a. [for

V2

V5

mule (19)], 7, dont Yespérance est r et l'écart-type

On peut aussi remarquer que Uexpression :

[(e1+ es + &5 + ew + en) —(e1 + e2+ €3 + €4 + €5)]

est égale, a priori, 4 30 r. Ainsi, en mesurant deux segments, en
calculant leur différence et en divisant la longueur obtenue par
30, on obtient une nouvelle estimation de r. La v.a. correspon-

oV 2

dante, r,, a pour écart-type ; cette maniére de procéder est

donc environ 13 fois plus précise que la précédente.

I1 existe bien d’autres maniéres d’estimer r par des estima-
teurs primaires indépendants. Nous avons choisi ici deux esti-
mateurs simples, de variances trés différentes.

Quand on dispose d'estimateurs indépendants d'une méme
grandeur, on peut songer a en tirer parti pour affiner encore
I'estimation [paragraphe V.2. et formule (22)]. En général, I'opé-
ration n’apporte pas une grande amélioration car la pondération
par linverse de la variance privilégie beaucoup l'estimateur le
plus précis.

Dans notre cas, en utilisant la formule (22), on trouve :
9007, + 57
905

A

= 1.

~>
]

Nous pouvons tirer de cet exemple simple une conclusion
qui ne sera pas remise en cause par la considération d’estima-
teurs primaires corrélés.

—
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Il faut toujours chercher a obtenir d'emblée l'estimation la
plus précise de la grandeur cherchée. La prise en compte supplé-
mentaire d'estimateurs moins précis n'améliore ensuite que tres
médiocrement la précision cherchée.

VH.2. Mesure de la constante de torsion d'un fil d’acier.

Soit un appareillage constitué d'un fil de torsion de lon-
geur [, d'un cylindre porteur de 2 tiges (moment d'inertie de
I'ensemble par rapport a l'axe J;), de deux masselottes de
masse m, disposées symétriquement sur les tiges, a la distance d
de l'axe de rotation.

' d R d o
i :
]l Ry N
e ! ||
A o B
Fig. 3
472(Jp+ 2m d?)
On veut déterminer C = par les mesures
T2

concomitantes de d et de T.

Pour cela, on remarque que pour deux valeurs d; et d; de d,
on obtient deux valeurs T; et T; de la période d'oscillation, telles
que :

di—dp
C=82m ———rou (34)
T2—T;2

En fait, le probléme est assez complexe, car, bien que de
petites encoches marquent l'emplacement des masselottes, sur
les tiges, 1'égalité des distances des centres d’inertie des masse-
loites & 'axe de rotation n'est pas forcément réalisée. En outre,
pour pouvoir recommencer l'expérience un grand nombre de
fois, dans plusieurs lycées, on a découpé, dans un méme fil d’acier,
des troncons de longueurs aussi égales que possible. Mais la
fixation de ces fils dans les mandrins qui en bloquent les deux
extrémités introduit une variabilité supplémentaire dans la lon-
gueur utile du fil considéré, etc.

En comparant un grand nombre de mesures, effectuées par
des éléves différents, dans des lycées différents, utilisant tous le
méme type d’appareil, on constate cependant que l'écart-type
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d'une mesure de C dépend fortement du couple de distances (d;, d;)
considéré.

Négligeons, pour simplifier, les erreurs provenant des mesures
de m, de T; et de T, (on a mesuré un nombre élevé de périodes),
des longueurs de fil de torsion utilisées, etc. pour porter notre
attention sur les distances d; et d;.

Nous supposerons encore que les deux distances OA et OB
sont égales, mais que toute estimation de d; est une v.a. d’écart-
type oy.

Calculons, en appliquant nos hypothéses simplificatrices, la
variance o2 de C, ou plutét, puisqu’'on peut considérer C comme

. . 0-62
le produit de plusieurs termes, la quantité —— (formules (3) du
2

paragraphe II.1 et (11) du paragraphe I1.2).

Les coefficients f; relatif a4 d; et f, relatif & d; valent res-
pectivement :

24, —2d;
fi=———— e f=———
d2—d2 d2—d?
[dérivées partielles de InC, C donnée par (34)].

On trouve ainsi :

D-Cz diz + dl.’.’.
= ol (35)
4 (d2—dpy

Supposons qu'on ait effectué des mesures pour d; = 3 cm,

(d2—dpy
dy = 4 cm,..d;; = 10 cm. Le facteur —————— est maximal
dz + dp

(environ 76) pour d; = 10 cm et d; = 3 cm. Il est minimal pour
d; = 4 cm et d; = 3 cm (environ 2); il vaut encore pratique-
ment 2 pour d; = 10 cm et d; = 9 cm, mais s'éléve a environ 44
pour d; = 9 cm et d; = 4 cm. C'est dire qu'une valeur de C esti-
mée a partir du couple (d; = 10 cm, d; = 3 cm) est beaucoup

plus précise que celle qui proviendrait du couple (4 c¢cm, 3 cm)
ou du couple (10 cm, 9 cm). Notre calcul simplifié indique que :

0. (4; 3) \/—
_ — =\V38 =62
o, (10; 3)

et qu'une mesure de C provenant du couple (10 cm, 3 cm) devrait
avoir, par conséquent un poids 38 fois supérieur a celle qui
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proviendrait du couple (4 cm, 3 cm). Les causes de variabilité
que nous avons négligées rameénent ce rapport a une valeur
proche de 20, mais il est évident que l'on ne peut mettre sur
le méme plan deux mesures dont les précisions sont aussi
ditférentes.

La bonne attitude consiste :

1° & effectuer des mesures sur des couples de distances treés
différentes (résultat assez intuitif!), comme 10 et 3 cm, a la
rigueur 10 et 4 cm ou 9 et 4 cm;

2° A avoir conscience que si l'on utilise le méme ensemble de
mesures (d;, T;) pour estimer C en appliquant deux fois la
formule (34) — une fois avec (d;, T;), une autre avec (di, T} —
on obtient deux estimations fortement corrélées de C, dont
I'exploitation optimale sera délicate.

Nous remarquerons encore que des mesures portant sur le
méme fil, dont le calage dans les mandrins n'aurait pas été revuy,
sont certainement un peu corrélées, tout comme des mesures
utilisant toutes le méme systéme d’inertie, etc.

Nous reprenons donc notre conclusion du paragraphe précé-
dent : il faut choisir le type de mesurage conduisant & des mesures
aussi précises que possible, aussi indépendantes que possible,
et pondérer ces mesures comme l'indique la formule (22), ou en
prendre la moyenne arithmétique si elles ont toutes le méme.
poids. ’

VIl.3. Mesure des écarts entre plusieurs potentiels d'oxydo-
réduction.

Le probleme que nous allons traiter dans ce paragraphe est
un probléme général qui se présente lorsqu'on a collecté de
maniére naturelle un ensemble de résultats conduisant a plu-
sieurs estimations possibles de la ou des grandeurs cherchées.
On peut le rencontrer en mesurage de longueurs, de longueurs
d’ondes, etc., mais c'est en classe de Premiére qu'il semble le
plus courant.

Probléme.

On a mesuré les tensions & vide de six piles d’oxydoréduction,
obtenues en associant deux a deux, a l'aide de ponts salins,
quatre demi-piles formées, chacune d'une électrode en métal M
plongeant dans une solution molaire d’ions M:;. On a trouvé,

respectivement, d;, 4s,..ds. On suppose que toutes les mesures
ont la méme précision absolue, c'est-a-dire que les variables
aléatoires ¢, &, ..Ts correspondant aux mesures des grandeurs
ai, .., Gg ont le méme écart-type o.
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2+ F A 2 s
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4
Fig. 4

On cherche, a partir de ces mesures, & estimer ay, ..., d, de la
maniére la plus précise possible.

Intéressons-nous, par exemple, 2 :
X = 46 = meyeycy — T zn/In:

Cette grandeur peut étre estimée, directement, par les
estimateurs :

A

X = ds

A A A

X = a1+ as

A

X3 = ds t+ a3

Xy = d1+dy 4 8

A

X5 = dg + ds—da

Les trois premiers estimateurs sont totalement indépendants
les uns des autres ; 324 est partiellement corrélé a 5c2 et x;. Quant
a JAcs, il peut s’exprimer comme une combinaison linéaire des
précédents (;cs = ;cz + %3—&4) et il est ainsi évident que sa prise
en compte, pas plus que celle d’autres estimateurs du méme

. . kN . . . s . A A
type, n'ajoute rien & une combinaison linéaire de xy, ... X4.

s

Nous cherchons a estimer définitivement X par une combi-
naison linéaire de ces 4 estimateurs dont aucun ne peut tota-
lement s’exprimer en fonction des autres. Les variables aléatoires

N A A A A . .
correspondant & x;, X3, X3 et x4, ont pour variance respectivement,
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2 — g2 2 — 242 2 — . 2 —

Oyl = 0% oyl = 202; Tp = 202 oxl = 302
De plus, x;, x; et x4 sont corrélées.

La matrice de variance de ces 4 variables aléatoires vaut :

1 0

- N o O

0 2
(o) = 2 0 0
0 1

[T

La matrice inverse, (¢)-1, est telle que :

8 0 0 0

1 0 5 1 =2
(o)1 =
8 o2 0 1 5 —2
0 —2 -2 4
2
et la somme de ses termes, S, vaut -
c

Dans ces conditions, nous avons vu que le meilleur estima-

teur, As, de X = ae, construit a partir de x;, x;, x; et x4 vaut [for-
mule (33)] :

2%+ X + x3

A 1 A
Ay = — (L) = (o)1= (x) =
S 4

g

Cet estimateur a pour écart-type
2

Il est tout a fait remarquable que A, soit construit a partir

PO .
des seuls estimateurs x;, x, et x3 qui soient indépendants les
uns des autres. Ces estimateurs sont alors seulement pondérés

- - A A ’ A .
par linverse de leur variance. En revanche, x4 = d; + 4, + ds, esti-
mateur moins précis que les autres et partiellement corrélé a
certains d’entre eux, n'intervient pas dans l'estimation finale de as.

De méme, si I'on ne disposait pas de la mesure ds et que l'on
. . . . 7z . A A A
cherche i estimer a4 par une combinaison linéaire de x; = 4; +ds;

x3 = d3 + &, et x4 = d; + d + d;, on trouverait la encore que le
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i X+ J’Ea
meilleur estimateur de cette grandeur, ————, ne tient pas
compte de xy. 2

Revenant a notre exemple, nous voyons que le meilleur esti-

mateur A, de g vaut finalement :
» 245 + (41 + ds) + (43 + ds)
Ag .
4
On aurait de la méme maniére :

) 245 + (4 + 83) + (ds— dy)

4
A 24y +1(dy—dp) + (ds— ds)
A = 2 : ete.

Nous pouvons constater que ces différents estimateurs sont

A A A
cohérents entre eux, puisque, par exemple, A; = As— A5 tout
comme a; = q¢—ds, alors qu'en général, a cause des erreurs de
mesures, d, -+ ds— ds.

I

Nous avons donc, grace & une méthode fondée sur l'analyse
de variance, montré comment, de 6 mesures 4, ... ds, d’écart-type o,

. . A A
non cohérentes entre elles, on peut tirer 6 estimateurs Ay, ... As,

c

cohérents et d'écart-type

Remarque.

Lorsqu’on procéde a I'étude expérimentale, on constate que
la position du couple Fe?+/Fe est décalée vers les potentiels
positifs (métaux moins réducteurs que le fer) (*).

Pour toutes les f.é.an. des piles ne comportant pas le couple
Fe2+/Fe, il n'y a rien de changé. Pour celles concernant Fe?+/Fe,
il faut tenir compte d'une erreur systématique b (figure 5).

(*) Cela est dit 4 ce que, dans la solution de sulfate de fer, la
réduction qui compense l'oxydation du fer de l'électrode (Fe— Fe** +2 ¢~)
n'est pas celle des ions Fe**, mais plut6ét celle de l'eau, favorisée par
l'acidité élevée qui y regne.
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Considérons, par exemple, la mesure de :
? —
a1 = Tpe*/Fe — *Zn*/Zn*

a'y est estimé par :
X = d—b
3(52 = a4—~a2—b
.;Cg = Zi(,—ds—b
A

X4

Ii
&
:
>
[y
.
1¥)
|
o

Les autres estimateurs n’apportent rien, a priori. Pour les x;,
la matrice (¢) a pour expression :

o-az + o-bZ o‘bz o-b2 O'bz
(%) o2 20,2 + op? o2 o, + ot
g) =
o5t o5’ 202 4052 02+ 0y
. op? o2+ o2 ol +0r 302+ 05
soit :
(a) = (04) + 0> (U)
avec :
(0q) = @ et (U) =

= o N o

0
0
2
1

S O O =
W o e O
— e
- e e
[ O ST
[ S ey
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Cherchons le meilleur estimateur. Reprenons le raisonnement
du paragraphe VI.2.

La relation (32) s’écrit ici :

A
(In)
2

soit, compte tenu de la condition R = Z a; = 1:

(a;) * [(0g) + 02 (U)] = —

A
() (02) = (———01) (1)
2
Le raisonnement est identique & celui du paragraphe VI.2,
[ A A

— — étant remplacé par ——— = ————g;2. Le meilleur
2

estimateur est ainsi (33) :

(x) = (L) (o2)~1 (x3)t
a
indépendant de ¢}, soit, comme précédemment :
2 X1+ X2+ X3 Oq
x = ———————————— d'écart-type

4 V2
d'ou : . . .
2x) 4 X2+ X3
" .

La présence de l'erreur systématique ne change donc pas ici
la maniére dont on doit procéder pour estimer les différentes
fém.

.
dy = x avec x =

On fait comme s'il n'y avait pas d'erreurs systématiques et
on estime au mieux aj, a4y, as, ds, ds, ds en choisissant les estima-
teurs primaires indépendants les plus précis, ensuite on fait de
son mieux pour estimer b.

a'y . vraie valeur cherchée = aq;— b

a_'z H » » » = a; + b

a'5 : » » » = g5 + b.
11 serait donc faux de considérer a;, a;, as; comme des v.a.
d’écart-type important, sans plus, en ne tenant pas compte du

fait qu'il s’agit de v.a. corrélées par la présence de b, alors que
as, a4 et ag auraient, au contraire, un faible écart-type.

Les raisonnements précédents peuvent étre généralisés. Nous
laissons au lecteur le soin de montrer qu'en ajoutant, comme le
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font souvent les professeurs de Premiere S, une cinquiéme demi-
pile a l'argent, et en procédant aux 10 mesures dy, ..., dyp des f.é.m.
des piles d’oxydoréduction correspondantes, on obtiendra un

ensemble :
Z, A Z Ce 4
7z
‘. i i + >
)

le l | .

= a, T a e q " )

| Ld 1 3 *

L. ! o :

" a, ; - 2p |

l e —

! ! 2 |

b : ol

{ a o7

i ! 4

l # m———

1 49

e g

Qia
Fig. 6

cohérent et précis d’estimateurs des différences de potentiel
cherchées, en ne retenant pour chacune d'elles, que les estima-
tions les plus précises et indépendantes, et en les pondérant par
I'inverse de leur variance.

Ainsi, pour estimer :

TAgt/Ag — "Zn*/In
on doit choisir :

x 2ap + (ay + ag) + (as + ag) + (as + az)
Ap = ;

(Le fait d'opérer a partir de solutions non molaires, mais de
concentrations molaires identiques, entraine, du fait de la mono-
valence de l'argent, un petit décalage supplémentaire du couple
Ag+/Ag par rapport aux autres).

Vil4. Estimation de la valeur d’'une résistance R lorsqu'on dis-
pose de plusieurs valeurs simultanées de la tension & ses
bornes et de l'intensité qui la parcourt.

Il s’agit d’'un probleme rencontré moins fréquemment que
le précédent mais qui se pose tout de méme lorsqu’on désire
contréler un jeu d’appareils (voltmeétre et ampéremétre) dont on
doute, a 'aide d'un autre jeu plus fiable.
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Soit le montage suivant ol l'on a disposé en série avec la
résistance R a mesurer, deux ampeéremetres fournissant les me-
sures I; et I, de l'intensité I qui parcourt le circuit :

-0
+ oo

Fig. 7

Deux voltmetres V; et V, sont successivement branchés aux
bornes de R. Nous supposerons que les perturbations dont ils
sont respectivement la cause sont analysées aprés coup, et nous
ne tenons donc pas compte, ici, des corrections qui seront
éventuellement effectuées pour cette courte dérivation.

On dispose donc des mesures ' I; = I+ 8I;, I, = I 4 &8I,

U = U+ 08U, et U, = U+ 8U,, et a ces mesures correspondent
les variables aléatoires I; = I + 81,,..U, = U + 81,, d’écart-types
respectifs :

O1ys 1, Oy, et Oys-

On dispose donc de quatre estimateurs de R :

A Ul A Ul A Uz A UZ
Rl = - R, = ! R3 = =3 et R, = *
I I, I I,

auxquels correspondent les variables aléatoires R;, R;, R;3 et Ry.
Ces variables ne sont pas indépendantes : R; est corrélée avec R,
et R;, R, avec Ry et Ry, etc. si bien que seules R, et R, d'une part,
R, et R; d’autre part, sont indépendantes.

En fait, la matrice des variances de ces 4 variables aléatoires
vaut, en désignant par R leur espérance mathématique commune :
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[ °’U12 0'112 c"U1z 0'112 \
—_ — 0
U2 I2 (4 12
oy’ oyl op? o1,
t— 0
. U2 U2 12 12
(v) = R?
014 ou? o2 oug?
0 +—
I2 U2 12 2
01,2 Ut ou? o1
0 I _— —_—
\ 12 U2 U2 12

On se pose le probléme de I’élaboration d'un estimateur défi-
nitif de R & partir de R;, Ry, R; et R,

Pour cela on peut reprendre la théorie précédente, mais,
malheureusement, la matrice (¢) n'étant pas inversible (les
sommes respectives des lignes 1 et 4 d’'une part, 2 et 3 de l'autre,
sont égales), celle-ci ne peut étre reprise intégralement.

Il reste que les coefficients a;, o, o3, o4 qui rendent mini-
male la variance de la variable aléatoire :

e = Ry + Ry + 3Ry 4+ 0y Ry,

et qui satisfont par ailleurs a la relation oy 4+ o + a3 + 04 = 1,
decivent vérifier la relation (32) établie au paragraphe VI.2.

A
(o) * (o) = ——— (Iy).
2

Remarquons tout d'abord que dans le cas trés schématique
ol les quatre mesures seraient effectuées avec la méme préci-

. oUy Tuz o1, O1,
sion, — = = = = A, on constate que la solu-
U U I I
0 ) 1
tion &y = o = 03 = 04 = —— convient parfaitement, mais la
4

variance de ¢, vaut alors :

0,2 = — (I)* (6) — () = —— X [somme des termes de
o 4 4 16

o
(¢)] = R2A2, Autrement dit : —& _ A
R
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Il convient de comparer cette précision a celle que 1’'on aurait
obtenue en prenant seulement la moyenne des deux estimations

indépendantes de R (ﬁl et R4 par exemple).

Ri+ Ry 1
Dans ce cas g = ——————; 092 = — (oRr,? + og?2) = R2+* A2,
2

On ne gagne donc absolument rien en remplacgant les deux
mesures indépendantes par les 4 mesures corrélées.

Ce résultat, si l'on suppose toujours respectées les égali-
ouy 0y, O11 o1

tés = = —— = —— = A, reste valable pour toute
U, U, I I

combinaison linéaire dont les coefficients a;, o, o5 et wy satisfont

A
a la relation (32) : (a;)* (o) = ——2— o (Iy).

On peut montrer que les a; sont de la forme :

1 1
ar = O4; O = ———04; O3 = ——0y et oy quelconque.
2 2
Dans tous les cas, la variance de ¢; = a1 Ry + u R, + a3 Rz + as Ry
Ry + Ry
vaut R2+A? et est égale a celle de ¢ = ——2———

On peut généraliser ceci, trés facilement, au cas ou l'on dis-
poserait de n ampéremeétres en série, de n voltmetres en paral-
lele, appareils de méme classe dont les calibres seraient utilisés
de la méme manieére :

Le meilleur estimateur de R serait alors tout simplement la

A
. U;

moyenne des n estimateurs « primaires » indépendants R;; = ——.
I;

11 est d'ailleurs équivalent, dans ce cas, de faire la moyenne

A

A A A A U
U des U;, puis la moyenne I des I; et d'estimer R par —.

I

Dans le cas général ou les calibres des amperemetres et
ceux des voltmetres ne sont pas utilisés de la méme maniere,



202 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

oy oy
<——-— > ———> et ou, de plus, les appareils employés n’ont pas
I U

.nécessairement la méme précision, il faut quelque peu revenir
sur les résultats précédents.

Supposons pour fixer les idées, que les mesures soient effec-
tuées avec les « précisions » suivantes :

ou, Oy .

—U— =05%; — = 0,5 % (appareils numériques)
1

OUy 0'12

o = 1%; —— = 1,5% (bons appareils a aiguille).
I

La matrice de variance des 4 estimateurs Ry, ... Ry, définis pré-
cédemment, devient :

2 1 1 0
(g) = 25+10-5 R2 ! 10 0 o
1 0 5 4
0 9 4 13
. A
L’équation (32) : («;)* (o) = —T (1), fournissant les «;

« optimaux », possede une infinité de solutions équivalentes, en-

trainant la méme variance minimale pour la v.a. ¢y = Z a; R;

correspondant a l'estimateur cherché.

Ces solutions sont de la forme : o; = 0,7 + a4
% = 0,1—¢Z4
o3 = 0,2—!14
o4 quelconque.

Choisissons a4 = 0 et considérons la v. a. :
o1 = 07R;+01R;,+02R,.

La variance, obtenue en utilisant une fois encore les formules (8)
ou (15) vaut :
ool = 2510 R2x 17
On a donc :
%

= 0,652 %.



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 203

C’est la meilleure précision que l'on puisse tirer des 4 me-
sures Uy, Uy I et I, 11 faut comparer ce résultat a celui que
I'on obtient en n’utilisant que les deux appareils les plus précis,

c'est-a-dire en estimant R par R;. On trouve alors que la pré-

o"Rl
cision est a peine plus faible : = 0,707 %.

On peut encore garder le parti de la simplicité et exploiter

A A
seulement les deux estimations non corrélées de R, R; et R..

URlz 2
Comme les variances des v. a. R; et Ry sont telles que = —

o3 R42 13
la théorie concrétisée par la formule (22) nous a appris qu'il
convenait, dans ce cas, de choisir l'estimateur :

) 3R +2R,
Q="
15

= 0,658 %.

La précision de cet estimateur est telle que

Ainsi, ce dernier exemple compléte-t-il ce que nous a appris l'exa-
men des précédents, et qui est, finalement, tout a fait conforme
a lintuition :

a) Disposant d’'un premier estimateur précis (ici Ry), on
ne gagne pas grand-chose a la prise en compte supplémentaire

A
d'un autre estimateur indépendant du premier (ici Ry), et
moins précis que lui. (Dans notre exemple, la précision est pas-
sée de 0,71 % a 0,66 %).

b) Ayant tiré parti convenablement — selon la  for-
mule (22) — des différents estimateurs indépendants d’'une méme
grandeur, en commengant par le plus précis, on ne gagne prati-
quement rien a leur adjoindre des estimateurs corrélés. Ainsi,

dans notre exemple, la précision des 0,658 % concernant @2, esti-
mateur relativement simple de R, passe & 0,652 % pour ce qui

est de 61, estimateur dont le calcul est long et fastidieux.
Dans I'exemple précédent du paragraphe VII.3, concernant la

détermination de la f.é.m. d’'une pile & partir d'un ensemble de
mesures permettant différentes estimations de cette f£.m., nous
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avions vu qu’on ne pouvait que perdre en précision en prenant
en compte des estimateurs a la fois moins précis que les « bons »
et présentant une corrélation marquée avec eux.

Nous terminons cette discussion par un tableau récapitulatif
indiquant les précisions que l'on peut attendre de différentes

A A
exploitations des 4 mesures primaires : Uy 4 05%; I, 4 05% ;

U;a1% etI,al5%. On peut tout d’abord en tirer :

A Ul N I']'1 . Uz
Ri = — (071%); Ry =—(1,58%); Ry =— 112%);
I] Iz I;

A

A

U,
Ry = — (1,8 %).

I,
On peut ensuite combiner entre eux ces estimateurs de R :
. BR+2Ry A
* 0 = ———— (0,66 %), constitué a partir de R,,
15

précis, et de Ry indépendant de R;, est précis et assez simple.

N Rz + R3 .
* 03 = ———, (0,91 %), est également construit a
3

partir d’estimateurs indépendants dont les variances sont dans le
rapport 2, mais Ry et R; sont des mesures médiocres de R;

63 n'est donc pas un bon estimateur de R.

* o = 07 Ry +0,1 Ry + 0,2 Ry, (0,65 %) constitue le meil-
leur parti que l'on puisse tirer des mesures initiales. Désirant
attirer l'attention du lecteur sur le probleme de l'utilisation d'es-

5

timateurs primaires corrélés, nous avons ét¢ amenés a définir 61,
dans ce cas particulier, d'une maniére que l'on peut juger trop
lourde. On peut, en fait, construire, & partir des 4 mesures ini-
tiales, une v.a. g4, estimant elle aussi R, et possédant exacte-
ment la méme variance que ¢;, mais d’obtention plus « naturelle ».

On peut, en effet, en utilisant de maniére réitérée la for-

3

mule (22), chercher a partir de U; et de U, un estimateur
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- 4 [}2 + Uy A A
U= -—-——-—5—-—— de la tension U, et a partir de I, et de I, un

N 9 Il + I
estimateur I = ————— de lintensité I. On peut alors mon-
10

trer (formules 8 et 11) que la variance 0'042 de la v.a. :

U 88U, +2 1,
@ =—=———
I I + I
est exactement la méme que celle de ¢; = 0,7 R; + 0,1 R, + 0,2 R;,
soit 0,652 %.
. Ri+Ry+ Ry + Ry .
* o = , (097 %), constitue un mau-
4
vais estimateur car on a mis sur le méme plan de bonnes me-

sures (ﬁl et, a la rigueur ﬁ;) et de mauvaises (Rz, fh), et l'on
n’a pas tenu compte de la corrélation. Il est tout a fait signifi-
catif de constater que cette moyenne a des caractéristiques plus

A A
mauvaises que celles de la simple estimation, R; = U;/1;. Nous
pensons ainsi avoir suffisamment insisté sur les considérations
de précisions respectives des estimateurs et de leurs corrélations
éventuelles.

VIlIl. AU-DELA DE L’ANALYSE DE VARIANCE, LA CONNAISSANCE
DES LOIS DE PROBABILITES EST NECESSAIRE.

La formule de propagation des erreurs et les réflexions que
nous avons menées sur lestimation, sont indépendantes des
lois de probabilité des v.a. considérées, et donc trés générales.
Cest ce qui fait leur intérét. Lorsque, cependant, nous avons
— au paragraphe ITI — évoqué le probléme concret de la mise
en évidence d’erreurs systématiques lors de mesurages effectifs,
nous avons indiqué la nécessité de recourir a des lois de proba-
bilités connues, tabulées, permettant, dans la mesure ou les
v.a. initiales x; possédent certaines propriétés, de retenir ou
de rejeter avec, dans chaque cas, un certain risque d’erreur, telle
ou telle hypothése et donc de prendre telle ou telle décision. De

méme, a propos des estimateurs S; et S;;, nous avons pu préciser
leurs caractéristiques — variance pour S; avec les formules (25)
et (26), espérance mathématique et variance pour r; avec les
formules (28) et (29) — dans le cas ou les v.a. x; initiales sont
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gaussiennes, ce qui permet de fixer les idées et d’apprécier la
fiabilité de ces estimateurs. Il en va de méme lorsque, dans la
pratique, on est conduit & prendre des décisions diverses au sujet
d'une méthode de mesurage, d'un appareil, d'une population
d’éleves, etc. a partir des informations fournies par un échantil-
lon. On parle alors de décisions statistiques. Il faut alors prendre
en compte les lois de probabilités suivies par les v.a. considérées.

VIII.1. Les lois suivies par les v.a. x;.

Une loi se dégage de toutes les autres, c’est la loi de Gauss,
ou loi normale, bien connue, et plusieurs fois évoquée dans ce
qui précede. C'est une loi qui est trés souvent suivie — au moins
approximativement autour de leur espérance mathématique X;
et sur une largeur de plusieurs o; ce qui est suffisant — par

les mesures primaires x;» d'une grandeur G, Il est nécessaire,
pour cela, que les causes d'erreurs soient multiples et qu'aucune

de ces causes ne soit prépondérante (Théoréme de la limite cen-
trale [4]).

Il existe de nombreux tests pour juger de I'adéquation d'une
loi expérimentale a une loi normale par examen d’échantillons [3].

Si les x; intervenant dans la définition de x = F(x, .., x,)
sont des v.a. gaussiennes d'écart-types o¢; faibles devant
X; = E(x;,), si leurs contributions a x sont comparables, alors il

est vraisemblable que x est aussi une variable gaussienne. Le
théoreme de la limite centrale permet de montrer que méme si
les x; ne sont pas gaussiennes, mais si n est assez élevé, alors la
loi suivie par x = F(xy,..,x,) dans les conditions énoncées pré-

a;
cédemment (— < 1,...), converge vers une loi de Gauss. La loi
i
de Poisson et la loi binomiale [1] sont également souvent sui-
vies, au moins approximativement, par les v. a. discrétes, prenant
des valeurs entiéres.

VIll.2. La loi du khi-deux ou de Pearson.
C’est la loi suivie par la somme des carrés de n v. a. normales,

réduites (c’est-a-dire d'écart-type égal a l'unité) centrées et
indépendantes :

Xt = 22+ + . A

Elle intervient beaucoup dans les tests d’hypothéses (adéqua-
tion de la loi suivie par une v.a. a une loi connue, tests d'indé-
pendance en analyse de variance, en analyse de régression, etc.).

Nous avons vu au paragraphe V.3 que lI'étude de l'estima-
teur S,2 se ramene lorsque les x; sont normales, & celle du x2. A
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cette occasion, nous avons noté que l'espérance mathématique
du x,?, E(x,2), vaut n, et que sa variance T2 vaut 2 n.

VIIL3. La loi de Student ou de Student-Fisher.
C’est la probabilité de la quantité :

20

ol Zo, z1, 22 - 2, Sont indépendantes, normales, centrées, et de
méme écart-type . (Elles peuvent, en particulier, &tre réduites).

Cette loi est extrémement utile pour la détermination des
intervalles de confiance, qui permettent de déceler la présence
d'une erreur systématique, de considérer une mesure comme
aberrante, un appareil comme défectueux, etc. L'espérance mathé-

n
matique de ¢ est nulle, sa variance ¢2 vaut ——2-
n_—-

VIii4. La loi de Fisher-Snedecor.
C’est la loi de probabilité suivie par la quantité :

dans laquelle x2 et x,2 sont des v.a. de Pearson a n; et n, (res-
pectivement) degrés de libertés.

Elle permet de comparer significativement les variances de
deux échantillons et donc de classer des méthodes, de mesurer
T'habileté d’'une classe dans telle ou telle manipulation, comme
les dosages en chimie, etc. [3].

Nous n’entrerons pas dans le détail des applications de ces
lois au «calcul des incertitudes », car elles sont multiples et
constituent souvent des cas d'espéce. Elles sont trés impor-
tantes, mais les simples considérations de variance, comme celles
qui aboutissent & la loi de propagation des erreurs et a ses
applications, indépendantes des lois proprement dites, nous pa-
raissent étre des préoccupations premiéres pour les professeurs,
et au fur et 4 mesure de la progression de leurs études, pour
les éléves.
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