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Yoyo, calculatrice programmable et
conservation de I’énergie

par Etienne DESCHAUX,
Professeur honoraire L.T.E. Voiron,
Saint-Blaise-du-Buis, 38140 Rives.

1. DESCRIPTION DU YOYO (voir fig. 1).

Le yoyo est une espéce de toupie (a4 axe horizontal) qui fit
fureur pendant les années 30.

Pour ceux qui n’ont pas connu ce jouet, en voici une bréve
description : il est constitué¢ de deux disques, généralement en
bois, calés sur le méme axe horizontal et laissant entre eux une
gorge étroite ol s’enroule une ficelle.
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la ficelle

Coupe suivant le plan de
Vue de profil symétrie | a ltaxe

Fig. 1

On tient la ficelle & la main et on lache le yoyo qui, évidem-
ment, tombe en tournant autour de son axe. Quand il arrive au
bas de sa course, I'’énergie cinétique de rotation provoque l'enrou-
lement de la ficelle en sens inverse et le yoyo remonte.,

Moyennant une légére impulsion au moment convenable, on

réussit a entretenir l'oscillation qui ressemble & celle d'une masse
pendue a un ressort.

2. RESUME DE L’ARTICLE.
Si l'on essaie de « mettre en équation » le mouvement du yoyo,

Iy

on se heurte & une difficulté due & ce que le rayon d'enroule-
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ment - de la ficelle décroit au fur et & mesure que l'appareil
descend. On est conduit a une équation différentielle que I'on ne
sait pas intégrer.

C’est, me semble-t-il, une occasion intéressante de montrer
4 des éléves, dont beaucoup sont de futurs techniciens, que la
partie n'est pas perdue pour autant et que l'on peut tres faci-
lement, & l'aide d’'une calculatrice programmable, réaliser une
intégration pas & pas qui conduit & une solution (d’autant plus
satisfaisante que le pas sera choisi plus petit).

L’article décrit enfin une méthode expérimentale qui permet
de mesurer, a intervalles de temps réguliers, 1'altitude y et la

position angulaire 4 du yoyo. On en déduit la vitesse de transla-
tion v et la vitesse angulaire . On calcule, a plusieurs instants,
les trois formes d’énergie mises en jeu :

énergie potentielle : W; = M.g.y,
énergie cinétique de translation : W, = 1/2 M. v?,
énergie cinétique de rotation : Ws = 1/2 J. w?,
et on constate que la somme W, + W, 4+ Wj; reste constante a
quelques % pres.
3. EQUATION DU MOUVEMENT.

3.1. Relation entre l'altitude y et le rayon d’enroulement r de
la ficelle (fig. 2).

origine des altitudes ou
équipotentielle zéro

s /S s S s 2 st 7 77

Fig. 2

La ficelle de diameétre e est supposée enroulée suivant une
spirale d’Archiméde (nous verrons plus loin comment cette
condition est réalisée dans le dispositif expérimental).

Pour une rotation du yoyo de 2= radians, r varie donc de e,
L]
dowv:r=rp+ e 2—- (ro ; rayon d'enroulement pour & = 0).
n
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En choisissant comme origine des arguments celle ou » = 0,

L] e
il vient : r = e — ou, en posant A = — :
2n 2n-

r=14% 1)

Pour une rotation élémentaire d# du yoyo, l'altitude varie de
dy = ds = longueur de l'arc correspondant de spirale.

On connait la relation ds? = dr2 + .r2d#.

Le terme dr? est toujours négligeable (voir justification en
annexe) devant r2d# et 'on peut écrire : dy = ds = rdb.

dr
La relation (1) donne : dr = Add ou dd = — dol :
'8

rdr r
dy = et en intégrant ;: y = T + ¥o.
2 ‘

En choisissant comme origine des altitudes celle ot r = 0,
il vient :

r”
y=—— ou r=2\y (2)
2

3.2, Diagramme des espaces y = f(f).
On écrit que I'énergie mécanique totale est constante.

Energie potentielle : W; = Mgy

Energie cinétique

de translation : W, = 1/2 M2

Energie cinétique v

de rotation : W =1/2 Jo2 =1/2J —;z— (v = rm)
»?

Energie totale : Mgy + 1/2Mw?2 + 1727 —rz_ =

Constante = M g yo.

dy
En tenant compte de v = —— = ¥’, on obtient I'’équation
t

M J
différentielle Mgy + y’2< —2- + —i-—2> = Mgy ou
r

J
y°<M+—T) = 2Mg(n—y) 3)
7
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— Si r était constant, 'équation s’écrirait :
M

¥ = 2y(yo—y) avec Y=g ———
M+ J/r2

dont la solution est évidente :
n—y = 1/2v2.

Le résultat est bien connu : le mouvement est uniformément

M
accéléré d’accélération y = g ————, le diagramme des espaces
M4+ J/r2
est un arc de parabole.

— Si r n'est pas constant mais lié & y par la relation
2 = 21y (2), I'équation différentielle s’écrit :

J
y’2<M+
2

> = 2Mg(yo—1y) 4)
Ay

dont la solution est loin d’étre évidente.

4. INTEGRATION PAS A PAS.
4.1. Principe.

— On se fixe un pas ou intervalle de temps élémentaire At
aussi petit que l'on veut.

— Soit M; le ime point du diagramme des espaces d’ordon-
née y; et d'abscisse x; = i+ At.

— On calcule le rayon d’enroulement de la ficelle A cet ins-
tant par la formule (2) r2 = 24 y;.

— On calcule la vitesse de translation v; = y'; par 1'équa-
tion différentielle (4).
U;
— On en déduit la vitesse angulaire w; = —.
L£]

— On admet que, pendant le pas suivant, r; reste trés sen-
siblement constant, le mouvement est uniformément accéléré d’ac-
M
célération y; = g —————— et on en déduit 'ordonnée du point
M+ J/r2
suivant M;,; :

Vigr = Yi—v;At—1/2v; A2

(relation de récurrence donnant l'ordonnée d’un point connais-
sant celle du précédent),
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- On recommence le calcul en affectant a y la valeur trou-
vée yi11, ce qui donne vy, w;.; et y;2 et ainsi de suite jusqu'a
ce que r (ou y) soit trop petit pour que les approximations faites
dans le calcul restent valables.

4.2. Organigramme.

initialisation
Ichoix de At

catcul de 7

. |caleul de v_, affichage]
[calcul de W , affichaqge]

}

Flcul de y, . affichag]

Fin

Le test y < e n'est pas réalisé par la machine mais par 'opé-
rateur lui-méme qui décide d'arréter le déroulement du calcul

quand il le juge opportun.

4.3. Programme.

Le programme suivant est écrit pour calculatrice Hewlet-
Pacard H.P.33 E avec des valeurs numériques sensiblement égales
a celles du dispositif expérimental, & savoir :

M=1kg J = 4+10-% kg. m? ¥o = 725 mm
2 =05mm(e ~ 3 mm) At = 002 s = 10 m/s2.
La formule (2) s’écrit : # = y (mm?) d'ou ® = —— (rd/s).

y
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La formule (4) s’écrit :

y
V=S \/2'10‘(yo—y) ——— (mm/s).
y + 400

M
La formule y = g ———— s’écrit :
M+ J/r2
y
1/2 ¥y = 5+103 ———— (mm/s?)
y + 400
d’ou le listing du programme :
1 2 3 4 5
RCL7 RCL 1 —_ R/S ENTER STO2
7.8.9 10 11 12 13
400 + - STO 3 RCL1
15.16.17 18 19 20 21
24104 x Vx R/S STO4 | RCL2
23 4 25 26 27
fVx + R/S RCL4 | RCL6
29. 30.31 32 33 34 35
5¢108 RCL3 X RCL 6 gx?
37 38 39
+ STO+1 | GTOO1

Initialisation : O STO1  y STO7  Ar STO6.

4.4. Résultats.
Les résultats sont consignés dans les courbes n° 1.
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Remarque.

On peut étre surpris de constater que la vitesse passe par
un maximum puis s'annule pour y = 0. Ce phénomeéne s’explique
en fait trés simplement. En effet, au fur et 2 mesure que le yoyo

v
descend, le rayon d’enroulement r diminue : la relation © = —
r

montre qu'il tourne autour de son axe de plus en plus vite.

L’énergie passe de plus en plus A I'état d’énergie cinétique
de rotation au détriment de 1'énergie potentielle et de l'énergie
cinétique de translation.

Quand r tend vers zéro (ce qui n'est pas mécaniquement réa-

v
lisable), v tend également vers zéro et ® = —— ne tend pas vers
r
I'infini mais vers la valeur pour laquelle toute 1’énergie est passée
a I'état cinétique de rotation, c’est-a-dire 1/2 Jw? = M g y,, d’ou :

2Mgyo
® = ——— = 190 rd/s.
J
On peut, 4 partir de ces résultats, calculer les énergies et en
consigner les variations dans les courbes n° 2.

5. DISPOSITIF EXPERIMENTAL.

5.1. Description (voir fig. 3).

Le yoyo proprement dit est un cylindre en acier de diameétre
60 mm et de longueur 50 mm. Deux joues de méme diamétre,
séparées des faces du cylindre par une «rondelle» en forme
de spirale sont fixées par trois vis a téte fraisée et ménagent
ainsi deux gorges olt s’enroulent les ficelles (il y en a deux pour
obtenir un meilleur guidage du yoyo pendant toute la chute).
Ces ficelles doivent étre trés souples bien qu’ayant un diametre
non négligeable devant le rayon d'enroulement. Dans le cas
contraire, ce rayon resterait sensiblement constant pendant toute
la durée de la chute, les vitesses (linéaire et angulaire) seraient
liées par la relation v = r.» et il serait stupide de les mesurer
toutes les deux. Les énergies cinétiques (de translation et de
rotation) seraient également dans un rapport constant et ’expé-
rience perdrait beaucoup de son intérét. J'ai utilisé, aprés plu-
sieurs essais, de la drisse nylon de diameétre 3 mm sans Ame
(réf. 64) des corderies du Thillot qui, comme le montrent les
résultats, donne entiére satisfaction.

Le yoyo tombe entre deux toles verticales de 40 cm de hau-
teur réunies aux bornes d'un générateur d’impulsion T.H.T.
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Fig. 3

Deux pointes A et B sont fixées de part €t d’autre du yoyo :
les étincelles qui giclent périodiquement sous ces pointes ins-
crivent des points sur du papier thermosensible collé a l'inté-
rieur des deux plagues. La pointe A, fixée dans l'axe du yoyo
enregistre l'altitude y du centre d'inertie; la pointe B, paralléle
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a l'axe a une distance de 25 mm, permet de déterminer la posi-
tion angulaire ¢+ du yoyo.

5.2. Mode opératoire.

Le yoyo est maintenu au sommet de sa course par un électro-
aimant. On applique la haute tension et on coupe le courant
dans l'électro-aimant. Le yoyo tombe entre les deux téles et
achéve sa course dans une boite pleine de sciure.

On recueille les enregistrements de A et de B que 'on super-
pose comme l'indique la fig. 4. On dresse un tableau des alti-
tudes et des positions angulaires ¥ pour quelques-uns ou pour
tous les points et on calcule v et ® par les formules suivantes :

Vi1 — Yis1 Bipr — Bt
v = —m—— w; = —m——m—m0—0———

2 At 2 At
d’olr I'on tire les valeurs des énergies :

W, = Mgy W; = 1/2 M. »2 W; = 1/2 J.w?

5.3. Résultats.

Le tableau de la fig. 5 donne un exemple de résultats obte-
‘nus avec l'appareil.

Un simple coup d'ceil sur la derniére ligne montre que la
somme W; + W, + W; est remarquablement constante. Les va-
leurs qui s'écartent le plus de la moyenne (4,317) sont celles des
points nos 5 (4,37) et 13 (4,26). L'erreur maximale est 0,057 joule
soit moins de 2 %.

Les courbes n° 3 traduisent ces résultats.

Les courbes n° 4 reproduisent les courbes théoriques n° 2
dans les limites de l'expérience de fagon & permettre la compa-
raison avec les courbes expérimentales (l'altitude zéro a égale-
ment été choisie au bas de la course du yoyo).

On constate la similitude d’allure de ces deux familles de
courbes ; on voit nettement apparaitre le maximum de 1’énergie
cinétique de translation et il serait sans doute possible, en choisis-
sant une hauteur de chute un peu supérieure et un rayon mini-
mum d’enroulement un peu plus faible, de déterminer encore
quelques points postérieurs a ce maximum.

Cette expérience me semble réaliser une des rares vérifica-
tions directes précises du principe de la conservation de 1'énergie
mécanique totale.



EXEMPLES DE RESULTATS EXPERIMENTAUX
N° du point 4 2 3 4 s 6 b 8 9 J4o | 44 |42 | 43 {4k4 | 45 [ 46 |17 [48 |49 [0
y (mm) 432 | 45| 465 454 |439,S| ha2,S| 4ok | 383 | 360 | 335 | 309 | 281 |250,5] U8 | 484 | 449 | M3 [ }5 |38 | O
0 (ae) A4 126 | AT | 75 | 408 [448 | 492 | 244|243 (352|449 | 498 | 573 lesy | 748 | 849 | 95S 4068 | M2 {4322
Yi-4 - Yiad AR | 24 [25,S) 35 |355|39,5) 44 | 48 | 54 | s4 | 685| €3 [ 665 €3 | # | F4 | 15| 7S
By - Bins 3F [ A9 | 60 [ 33 | 84 ] 93 {Aot | 441 | 426 | 446 | 4S4 | 4S9 | 435 | 492 | 207 | A9 | 28} | 254
v (mm/s) 435 | 525 |631,5] RF,S| 8845|985 | 400 | 4200 | 4235 | 4350 |46 [457S |66 | 1325|4795 [4850 | 4835 | 4875
W (ra/s) AC AL USRI 2648 | 3,85 36¢s | 40,6 |44t 1ah | SS [63,F |62 {694 (764 | B8 | 303 95¢ 03 1t | Ho,8.
W1 (Joules) |44 |4 22| 4,43 | 403] 390]335 3591 3,40 320 | 437 | 3F4 149 q22 [ 494 [ 4,65 | 432 400 | 067 | 0,34] ©
L2 " 00 | 0421048 | 0,28 | 0,36 | 0,4k | 0,55 | 0,65 | o34 | 082 | 0,93 | 442 | 4,25 | 4,35 4,43 | 4,55| 4,5 | 1,59
W3 " 005 [0,09]043] 048 |02€| 0% | 0,3| 045|058 03| 036|092 | 4H | 434 [ 455|434 | 203 2,34
Wt Wy 4,351 4,34 434 437 |.4,3F] 4,34 432] 430|429 | 433 439} 4,26 4,30 432) 4307429429 42F
M=2906g g = 98 m/s? J = 38104 kg. m?2 At = 20 ms.

Fig. 5
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Les dimensions de l'appareil ont été choisies de facon que
les trois formes d’énergie mises en jeu soient du méme ordre
de grandeur et que les variations d’aucune d’entre elles ne soient
négligeables devant les autres.

>,

Je suis a la disposition de tous les collégues qui désire-
raient des détails complémentaires pour la construction de cet
appareil.



