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Electrocinétique et Informatique 

par Alain et Marcel BURIE, 

L’électrocinétique des réseaux linéaires, dont on retrouve en 
particulier l’étude dans les nouveaux programmes de Mathéma- 
tiques supérieures, se prête particulièrement bien, avec sa réso- 
lution ,de systèmes d’équations linéaires, à la préparation de 
programmes susceptibles d’être élaborés sur des miniordinateurs 
par des programmateurs débutants. Nous nous proposons de 
montrer ici comment peut être mis en chantier l’un d’entre eux. 

1. GEOMETRIE ET SIGNATURE D’UN RESEAU ELECTRIQUE. 

1.1. Soit un réseau de conducteurs (nous prendrons pour fixer 
les idées celui représenté sur la fig. 1). Ce réseau est constitué 
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de d dipôles (ici, d = 7) sur lequel on choisit un sens positif 
arbitraire, de n nœuds indépendants (ici, n = 3 ; le mot indépen- 
dant sera précisé ultérieurement, il y a en fait n + 1 nceuds) de 
m mailles indépendantes, avec n + m = d, (ici, m = 4), sur 
lequel on choisit un sens de parcours arbitraire. 

1.2. Le codage « La maille K contient le dipôle j » peut être 
représenté par la matrice M (au sens de tableau de nombres), 
permettant de passer d’un ensemble de dimension d (d = 7) 21 
un ensemble de dimension m (m = 4) : 

Sa construction est évidente (le signe - a été pris lorsque le 
sens positif sur le dipôle est différent du sens de parcours choisi 
pour la maille). La ligne de M représentant toute autre maille 
pourrait être obtenue comme combinaison linéaire des précé- 
dentes : la nouvelle maille ne serait pas Q: indépendante *. 

Le codage CI Le dipôle j est contenu dans la maille K * peut 
être représenté par la matrice Mf, transposée de la précedente 
(obtenue en permutant lignes et colonnes) : 

M’ : 

1.3. Le codage a Le nœud ,a est contenu dans le dipôle j B peut 
être représenté par la matrice N permettant de passer d’un 
ensemble de dimension d (d = 7) à un ensemble de dimension 
n (n = 3) ; par convention, nous prenons le signe + lorsque le 
noeud est nœud d’entrée du dipole, - lorsqu’il est nœud de 
sortie. 
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N: 

La ligne qui correspondrait au nœud D peut être obtenue par 
combinaison linéaire des trois premières : D n’est pas 
indépendant. 

Le codage u Le dipble j contient le nœud a n est représenté 
par la matrice N’, transposée de N. 

1.4. Le codage a Le narud Q est contenu dans la maille K B 
peut être considéré comme « le nœud ta est contenu dans le 
dipôle j qui est contenu dans la maille K » : il est donc repré- 
senté par la matrice N. M’. Lorsqu’on effectue le produit N. M: 

on trouve : i N.M’=O. 1 

ce qui est normal, puisque tout nœud appartient 0 fois ou 2 fois 
à une maille (une fois comme entrke, une fois comme sortie). 

II. VECTEUR INTENSITE ET VECTEUR TENSION. 

11.1. Soit le dipôle (l), d’entrée A et de sortie B (le sens 
.positif choisi est celui de A vers B). Pour ce dipôle, nous défi- 
nissons l’intensité il, algébrique, et la tension ui = VA-V,, 
algébrique. ~1 représente la chute de potentiel algébrique lorsque 
l’on va de A vers B. La puissance électrique Pi dépensée dans 
le dipôle est Pi = u1 il ; elle est positive si le dipôle fonctionne 
comme rkepteur, négative si le dipôle fonctionne comme géné- 
rateur (convention récepteur). 

La relation liant il et ~1 est la relation caractéristique du 
dip&le constitutif. 

11.2. Si l’on considére I’ensembIe du réseau, nous avons donc 
d inconnues intensités il, . . ..id et d inconnues tensions ui, . . . . Q 
liées entre elles par les relations caractéristiques des dipôles 
considérés. 

il, . . . . id peuvent être considérkes comme les coordonnées d’un 
vecteur colonne a intensité ., que nous notons 1 i >. 

ul, . . . . ud peuvent être considérées comme les coordonnées 
d’un vecteur colonne a tension ., que nous notons 1 u >. 
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il 
t2 

4 

i5 
i6 
i7 

= Ii’> 

Ul 
u3 

2 
u5 
u6 
u7 

=lu> 

III. LOI DE KIRCHHOFF RELATIVE AUX NCfUDS. 

En régime permanent (auquel. nous nous limitons ici), la 
conservation de l’électricité s’exprime par la loi de Kirchhoff : 
la somme des intensités partant d’un nœud est égale à la somme 
des intensités y arrivant. D’où les équations (l’équation en D 
ne serait pas indépendante) : 

en A il + i3 + i(j + i7 = 0 

en B - il + i2 + i5 = 0 

en C -&+i.++& = 0 

que l’on peut écrire sous forme matricielle : 

5 
1 0 1 0 0 1 1 

i 
-1 1 0 0 1 0 0. 2 

0 0 -1 1 -1 0 0 3 
i4 

=o soit 

i 
5 

;h, 

INli>=IO> 

IV. LOI DE KIRCHHOFF RELATIVE AUX MAILLES. 

Le champ 2 dérivant d’une fonction potentiel, la somme 
des chutes de potentiel le long d’une maille est nulle. Appliquée 
aux mailles 1, II, III, IV, la loi de Kirchhoff donne m = 4 équa- 
tions (les autres ne seraient pas ’ indépendantes), 

pour 1 Ul -u3+u5 = 0 

pour II Y-u4 -Us = 0 

pour III - Ul -u2+245 = 0 

pour IV u3+ 24.4-u7 = 0 

que l’on peut écrire sous forme matricielle : 
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? 

1 0 -1 0 1 0 0 u2 

0 1 0 -1 -1 0 0 
l 

u3 
-1 -1 0 0 0 1 0 u4 = 0 soit [M)u>.iiÏcÏG10>) 

0 0 1 1 0 0 -1 u5 

u6 

*1 
V. RESEAUX LINEAI.RES. 

V.l. Nous nous limitons au cas où tous les dipôles du réseau 
sont linéaires. Avec nos conventions et en représentant les dipôles 
actifs comme des générateurs de tension, nous pouvons écrire 
pour le dipôle (1) par exemple : ~1 = ri ii - ei 

~1 étant la résistance et el la f.é.m. algébrique du dipôle (ei est 
positif si le sens positif choisi rencontre d’abord la borne -). 

Nous avons donc les d équations (d = 7) : 

u1 = r1 il - el 
242 = rziz-es 

---w---w 
ul = r7i7-e7 

V.2. En introduisant la matrice diagonale u résistance » T et 
le vecteur colonne Q f.é.m. w 1 e >, 

rlo 0 0 0 0 0 
0 i20 0 0 0 0 
0 0 i‘)O 0 0 0 

r= 0 0 0 r40 0 0 
0 0 0 0 r50 0 
0 0 0 0 0 r6 0. 
0 0 0 0 0 0 r1 

le> = 

e1 

s 

e3 

=4 

e5 

e6 

el 

ces kquations s’kcrivent sous la forme matricielle : 

(u> = r[i>-le> 

VI. METHODE DE RESOLUTION MATRICIELLE (METHODE DES 
MAILLES). 

VI.l. Nous disposons donc de 2 x 7 inconnues et de 7 + 3 
+ 4 équations : 
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‘ju> = rli>-le> 

N\i> = 10> 
M[U> = lO> 

Eliminons par exemple les 1 u >. Il vient : 
Nri> = lO> (3 équations) 
M rli> = Mie> (4 équations). 

Si nous imposons au vecteur ( i > d’être du type 1 i > = M’ II >, 
le vecteur 1 1 > ayant 4 composantes II, In, III*, Irv relatives 
aux 4 mailles, nous sommes certains que, quel que soit ) 1 >, les 
lois des noeuds N 1 i > = 0 sont vérifiées puisque : 

Nli> = lO> +a NM’II> = /O> 
et que nous avons montré que NM’ = 0. 

(En fait, nous avons considéré les courants dans chaque 
dipôle comme la superposition de courants circulant dans Iles 
mailles : les lois des nœuds sont donc satisfaites physiquement 
de manière évidente). 

Il suffit donc de chercher le vecteur II > obéissant au 
système (4 équations à 4 inconnues) M r Mt 1 I > = M ( e >. 

Appelons R la matrice Carr&e (4,4) [l 

et ) E > le vecteur colonne (4,l) /IE>= 

dans l’exemple choisi : 

=1+=3+=5 
-* -r 

5 1 
-r 

3 

-* -r 
5 =2+'4+=5 2 

-r 
R - 

4 

-r 
1 

-r 
2 '1+=2+'6 

0 

-r -r 0 
3 4 =3+=4+=7 

On est amené à résoudre le système (4 kquations a 
4 inconnues) : 

RII’> = IE> 

Cette résolution revient a écrire, en introduisant la matrice 
inverse R-1 de R : II> = R-‘IE>. 

Le vecteur 1 i > cherché est donné par 1 i > = M’ II ‘> : 

Ii> = M’(MrMt)-‘Mie>. 
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VI.2. Remarque : La m&hode de résolution est la méthode 
des courants de maille, décrite dans de nombreux ouvrages (voir 
les livres d’électricité des classes de Mathématiques supérieures 
et spéciales ; voir aussi des livres tels que : u Angot, Complé- 
ments de Mathématiques... B). 

VI.3. Remarque : La matrice R = M r M* est, par sa construc- 
tion à partir de la matrice diagonale r, une matrice symétrique 

(Rr = (M r M’)’ = (Mt)t t’ M’ = M T M’ = R). 
Ses valeurs propres sont donc réelles. On peut d’ailleurs 

montrer, en faisant appel aux puissances dkpensées, qu’elles sont 
toutes positives : 

En appelant < u 1 le vecteur ligne transposé du vecteur CO- 

lorme lu>, on a : P = <uli> = E uiii = 0 (la somme des 
j=l 

puissances u dépensées B dans les différents dipôles est nulle), 
relation qui découle de la lloi des nœuds : 

N[i’> = /O> œ Ii> = M’II> 

et de la loi des mailies Mlu> = lO> * <ulMt = <OI, ces 
deux lois permettant donc d’kcrire : 

P = <uli> = <~A]M~[I> = 0. 

Dans le cas de dipôles linéaires, P peut s’écrire : 
(comme lu> = rli> - le> * <ul = <i(r- <el) 

P = <ilrJi> - <eji> = 0 

a El rjit = <eli> = <elMtlI> = <ElI’> 

(la puissance * fournie B par les fim. est toujours positive et 
égale à la puissance dépensée par effet Joule). 

Si, donc, 1 Ika > est un vecteur propre de R de .vakur 
propre ~RI 

IEn,> = aRiI&RiI(>> aR<I;hRII&R BO * AR>0 

propriété qui nous sera utile dans la suite. 

-VI.4 Remarque : Nous aurions pu effectuer une résolution 
duale u en tension B. En représentant les dipoles actifs en géné- 
rateurs de courant, nous avons : 

il = c + g1 Ul 

qui conduit à la reprkentation matricielle : 

Ii> = lia> + glu> 
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I&, > étant le vecteur colonne a courant de court-circuit ., de 
composantes &, &, . . . . & et g la matrice diagonale 4: conductance * 
de termes diagonaux gl, g2, . . . . g7. 

Ii> et lu> obéissent &N]i> = [O> et Ml#> = )O>. 

Par klimination de Ii>, on a : Nglu> = -NI&>. 

On cherche lu> de la forme lu> = N’IU> (ce qui im- 
plique que Mlu> = 10> car MN’ = 0). 

(U> obéit à NgN’IU> = -NI&> ou... 
. . . 1 U > = -4N; Nt)-’ N 1 io > 

donc : 
lu> = -N’(NgN’)-‘NI io>. 

VII. ORGANIGRAMME. 
Pour la résolution à l’aide d’un miniordinateur de la formule 

1 i > = Mt (M ~MI)--1 M 1 e >, nous proposons l’organigramme 
ci-contre : 

De nombreuses méthodes peuvent être utilisées pour ré- 
soudre le système R ) 1 > = 1 E > (voir par exemple Q: BAKHAVALOV : 
Méthodes numdriques B). Nous en ‘avons utilisé trois : 

VII.l. P~~&RE MÉTHODE : INVERSION DE LA MATRICE. 

On calcule la matrice inverse R-1 par la méthode de Cramer 
et on déduit II > par II > = R-1 ) E >. Le calcul de R-l néces- 
site le calcul du déterminant de R et des différents mineurs, 
ces calculs faisant eux-mêmes appel aux calculs des substitutions 
sur l’ensemble{ 1, mi. 

VII.2. DEUXIQW MÉTHODE : ELIMINATION DE GAUSS. 

Elle revient à mettre R sous la forme d’un ‘produit de 2 ma- 
trices triangulaires : R = B D, avec : 

Les coefficients de B et D se calculent par les relations de 
récurrence : 

bik = aik - k-’ bij djk pour k ( i 
j=l 

dik = t (aik - ifl bij djd pour i < k 
u 
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AL (L) 
; initialisation 

I 

introduction du nombre 

de noeuds inddpendanta 

et du nombre de mailles 

inddpendantea 

I 

l 

indication de la dimen- 

sion des matrices utili.. 

edes . 

calcul du recteur 

. (E>= M\e> 

1 
choix de la ndtnode de 

rdaolution de R 1 = E , 

rdsclution de R 1 = E 

I 
calcul des recteurs 
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en effectuant les calculs successivement pour les ensembles 

(i,k) = (1,l) . . . (l,m), (2,l) .., (2,m) . . . (m, 1) . . . (m, m). 

On résout ensuite B 1 J > = 1 E > en calculant successive- 
ment Jr, Jn, Jm, Jiv (calcul direct) puis D 1 1 > = 1 J > en cal- 
culant successivement Irv, Im, In, II (calcul par remontée). 

VII.3. TROISIÈME MÉTHODE : IT&ATION. 

Le système R / 1 > = 1 E > peut s’écrire : 

II> = II> -la(RII> - IE>) 

ou II> = FII> + lalE>, F étant la matrice F = 1-,aR 
(1 : matrice identité). On calcule / 1 > par itération, au moyen de 
la relation permettant de passer d’un vecteur 1 1, > au XC- 
teur 1 I,+l > : 

1 I,+r> = F 1 I,> + IaE. 

Pour que le processus d’itération ne diverge pas, les valeurs 
propres de F, hr = 1 -#ala, doivent être toutes de module infe- 
rieur à 1. 

Les ,ha étant toutes positives (voir VI.3.), ces conditions 
peuvent être réalisées en choisissant pour a par exemple (fig. 2) 

Fig. 2 
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a = 2/Sa, Sa étant la somme des ha, sommé que l’on connaît 
puisqu’elle est égale à la trace de la matrice R (dans notre 
exemple, sR = 2 (t-1 + Y2 + r3 + Y4 + t-5) + Y6 + f-7. 

VIII. CONCLUSIONS. 

VIII.1. SANS ORDINATEUR. 

Du point de vue pratique, la résolution matricielle ne pré- 
sente pas d’intérêt : chacun sait comme il est fastidieux de faire 
le produit de matrices et surtout d’inverser une matrice. 

Du point de vue théorique, elle permet néanmoins de dé- 
montrer les théorèmes classiques d’électrocinétique linéaire 
(superposition, réciprocité...). Par exemple, le théorème de réci- 
procité est ici évident : il consiste à affirmer que la matrice 
Mt (M Y M+l M est symétrique, ce qui découle immédiatement 
de sa construction à partir de la matrice Y diagonale (voir VI.3). 

v111.2. Du POINT DE VUE PROGRAMMATION. 

Le programme a été réalisé au Club « Informatique » du 
lycée Pasteur à Neuilly sur un miniordinateur a TRS SO » en lan- 
gage basic. 

Nous remercions ceux qui nous ont aidé par leurs conseils, 
leurs suggestions, leurs critiques, en particulier M. DALLARD et 
M. MOREAU. 

Si on lui donne le nombre de mailles indépendantes, le 
nombre de nœuds indépendants, la matrice M, les résistances 
et les f.é.m. des dipôles, l’ordinateur fournit l’intensité, la ten- 
sion, la puissance relatives à chaque dipôle. 

Les seules parties « intelligentes » à effectuer par l’opérateur 
sont : 
- l’analyse du circuit et en particulier son codage afin d’écrire 

la matrice M, 
- le choix de la méthode de résolution de R II > = 1 E >. 

Au niveau de nos connaissances et de nos moyens (donc 
avec toutes les réserves que cela comporte), nous avons tiré les 
conclusions suivantes sur les trois méthodes utilisées : 
- Inversion de la matrice R : cette méthode lourde ne convient 

que ‘pour des matrices de dimension faible (nous l’avons pro- 
grammé pour m < 5) ; elle peut être intéressante si l’on fait 
varier les f.é.m. du circuit sans faire varier les résistances. 

- Elimination de Gauss : c’est la méthode la plus rapide et 
c’est celle que nous conseillons. 

- Itération : la résolution est précise mais elle est longue; elle 
peut être intéressante si l’on fait varier lentement un seul 
paramètre du circuit. 
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En effet, le programme proposé peut s’inclure comme sous- 
programme d’un programme plus vaste d’optimalisation : re- 
cherche, en faisant varier un paramètre, de l’obtention d’une in- 
tensité, d’une tension, ‘d’une puissance maximales ou minimales 
dans un dipôle donné. 

ANNEXE : 

RESOLUTION D’UN SYSTEME 
PAR LA METHODE D’ELIMINATION DE GAUSS 

Soit, par exemple, le systéme : 
2 Xl + 3 x2 + x3 = 17 

x1+2x2+3x3=20 
-xl+ x2+2x3= 9 

OU (;It Iii ~).(~)=(~~) 

soit : Aix> = la>. 

1. Principe. 
1.1. La méthode d’élimination de Gauss revient : à rendre le 

coefficient de x1 égal à 1 dans la première équation (ici, en mul- 
tipliant par 1/2) ; à supprimer le terme en x1 et à rendre le coef- 
ficient du terme en x2 égal à 1 dans la seconde (ici, en retran- 
chant la première et en multipliant par 2) ; à supprimer les 
termes en xl et en x2 et à rendre le coefficient du terme en x3 
égal à 1 dans la troisième, etc. Le système est alors mis sous la 
forme : 

i ” ‘i’).( ~;)po 1;2 -,;,,).( ii)=( ‘if 

soit : 
D\z’> = CIa>. 

Cette forme permet un calcul simple par remontée : 
x3 = 4, x2 + 5(4) = 23 ts x2 = 3, 

xl + 3/2 (3) + 1/2 (4) = 17/2, Xl = 2. 

1.2. Plutôt que d’écrire D 1 x > = C 1 a’>, on prkfére intro 
duire la matrice inverse de C : B = C-r, c’est-à-dire &-ire le 
système sous laforme : BDjx> = BCla> + BDlx> = la> 
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B (inverse de C, triangulaire inférieure) est une matrice triangu- 
laire inférieure ; D est une matrice triangulaire supérieure. 

II. Calculs. 

11.1. CALCUL DE B ET D. 
On a donc : 

bik = 0 pour i<k 
djk = 0 pour k<i (avec djj = 1). 

Puisque B D = A, 

E bij djk = aik. 
i=l 

On peut, dans la sommation, s’arrêter lorsque j est égal au 
minimum de i ou de k. 

La dernière expression peut donc s’écrire : 

E bij djk = aik si k<i 
j=l 

i bij djk = aik si i < k. 
j-1 

On en déduit : 

bik = Uik- !flbijdjk pour kgi 
j=l 

dik = $ (aik - i%l bij djk) pour i < k. 
ii 

j=l 

Les calculs s’effectuent successivement pour les ensembles 

0, k) = (1, 0, (1,2) . . . . (1, m), (2, 1) . . . . (2, m), . . . . (m, 1) . . . . (w m). 

Exemple : Ici, 

bll = ail = 2 dn = 1 

bti = 0 
a12 

du = - = 312 
h 

b13 = 0 

b21 = a21 = 1 

bz = aa- bzl dl2 = 1/2 

a13 
du = - = 112 

bu 

d2, = 0 

dz = 1 
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bB = 0 
a2 - bld13 

du = =5 
hz 

b3i = a31 = - 1 d31 = 0 

bn = a32 - b3, dl2 = 512 dz = 0 

b~=a~-b31di3-b32dU=-10 d33 = 1 

On a donc écrit A sous la forme : 

(j ; i)=(-; g -;o)*( i ‘” i:‘) 

A = B . D 
(on pourra vérifier que B est bien l’inverse de la matrice C que 
nous avons calculée au 1.1). 

11.2. RÉSOLUTION. 

Pour résoudre B D 1 x > = 1 a >, 

ici : 

soit 

11.2.1. On résout d’abord B 1 y > = a (calcul direct), 

2 y1 = 17 3 y1 = 17/2 
1712 + 112 y2 = 20 3 y2 = 23 

- 1712 + 512 23- 10 y3 = 9 3 y3 = 4 
(remarquons que le vecteur 1 y > tel que B / y > = a peut s’écrire 
! Y > = B-l 1 a > = C / a > ; il avait été calculé de cette mani& 
au 1.1) ; 

11.2.2. On résout ensuite Dl x > = 1 y > (calcul par 
remontée) : 

( 
; “’ ‘i’) (;z)=(l;;) 

soit : 
x3 = 4 

x2 + 5 (4) = 23 =a x2 = 3 

x1 + 3/2(3) + 1/2(4) = 17/2 j x1 = 2. 


