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Electrocinétique et Informatique

par Alain et Marcel BURIE,

L'électrocinétique des réseaux linéaires, dont on retrouve en
particulier 1’étude dans les nouveaux programmes de Mathéma-
tiques supérieures, se préte particulierement bien, avec sa réso-
lution de systémes d’équations linéaires, a4 la préparation de
programmes susceptibles d’étre élaborés sur des miniordinateurs
par des programmateurs débutants. Nous nous proposons de

montrer ici comment peut étre mis en chantier I'un d'entre eux.

I. GEOMETRIE ET SIGNATURE D’UN RESEAU ELECTRIQUE.

I.1. Soit un réseau de conducteurs (nous prendrons pour fixer
les idées celui représenté sur la fig. 1). Ce réseau est constitué
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de d dipéles (ici, d = 7) sur lequel on choisit un sens positif
arbitraire, de n neeuds indépendants (ici, n = 3; le mot indépen-
dant sera précisé ultérieurement, il y a en fait # + 1 nceuds) de
m mailles indépendantes, avec n+m = d, (ici, m = 4), sur
lequel on choisit un sens de parcours arbitraire.

1.2. Le codage « La maille K contient le dipble j» peut étre
représenté par la matrice M (au sens de tableau de nombres),
permettant de passer d'un ensemble de dimension d (d = 7) &
un ensemble de dimension m (m = 4) :

1 s 3 4 5 6 |7

I 4 -4 0 0 {0

M: o | o | 4 o 1-41-4]0 0
o | A [-A o | oo 4]0

T, 0 0 4 4 o |o|-4

Sa construction est évidente (le signe — a été pris lorsque le
sens positif sur le dipdle est différent du sens de parcours choisi
pour la maille). La ligne de M représentant toute autre maille
pourrait étre obtenue comme combinaison linéaire des précé-
dentes : la nouvelle maille ne serait pas «indépendante ».

. Le codage « Le dipdle j est contenu dans la maille K » peut
étre représenté par la matrice M¢, transposée de la précédente
(obtenue en permutant lignes et colonnes) :

BERERE:
4 4 0 {-4 0.
2 |o 4 410
M: 3 |-4 0 0 4
4 0 -4 0 1
S 1 ] -4 0 0
¢ 0 0 4 0
7 (V] 0 o -4

I.3. Le codage « Le nceud o est contenu dans le dipéle j » peut
étre représenté par la matrice N permettant de passer d'un
ensemble de dimension d (d = 7) 4 un ensemble de dimension
n (n = 3); par convention, nous prenons le signe + lorsque le
neeud est neceud d'entrée du dipbdle, — lorsqu’il est nceud de
sortie.
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A 2 4 7

N : A 110 4 0 0 |1 1
B (-4 114 0 0 4 o} 0

C 0 0O |- [+4 | -4 0 0]

La ligne qui correspondrait au nceud D peut étre obtenue par
combinaison linéaire des trois premiéres : D n'est pas
indépendant. ‘

Le codage « Le dipble j contient le noceud a» est représenté
par la matrice N’, transposée de N.

14. Le codage « Le nceud o est contenu dans la maille K »
peut étre considéré comme «le nceud o est contenu dans le
dipdle j qui est contenu dans la maille K» : il est donc repré-
senté par la matrice N.M!. Lorsqu'on effectue le produit N.Mt,

on trouve : N. Mt = 0,

ce qui est normal, puisque tout nceud appartient 0 fois ou 2 fois
a une maille (une fois comme entrée, une fois comme sortie).

Il. VECTEUR INTENSITE ET VECTEUR TENSION.

IL.1. Soit le dipdle (1), d’entrée A et de sortic B (le sens
positif choisi est celui de A vers B). Pour ce dipble, nous défi-
nissons lintensité i;, algébrique, et la tension uy = Vy—Vp,
algébrique. u; représente la chute de potentiel algébrique lorsque
I'on va de A vers B. La puissance électrique P; dépensée dans
le dipdle est P; = uyi;; elle est positive si le dipdle fonctionne
comme récepteur, négative si le dipole fonctionne comme géné-
rateur (convention récepteur).

La relation liant i; et u; est la relation caractéristique du
dipble constitutif.

I1.2. Si 'on considére I’ensemble du réseau, nous avons donc
d inconnues intensités i,..,i; et d inconnues tensions uy,..,ug
liées entre elles par les relations caractéristiques des dipdles
considérés. '

i, ..., ig peuvent étre considérées comme les coordonnées d'un
vecteur colonne «intensité», que nous notons |i>.

uy, .., g peuvent étre considérées comme les coordonnées
d'un vecteur colonne « tension », que nous notons |u>.
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Ill. LOI DE KIRCHHOFF RELATIVE AUX NCEUDS.

En régime permanent (auquel nous nous limitons ici), la
conservation de l'électricité s’exprime par la loi de Kirchhoff :
la somme des intensités partant d’'un nceud est égale a la somme
des intensités y arrivant. D'ou les équations (l'équation en D
ne serait pas indépendante) :

en A h+i+ig+i;g =0
en B —i1+i2+i5 =0
en C — i3+ ig+ 15 =0

que l'on peut écrire sous forme matricielle :

i

o 1 o o 1 1 z

1 0 0 1 0 of » 12
3 ; .

0 o -1 1 -1 0 0 i, =0 soit rN|z>=]0>|

*s
i
i

IV. LOl DE KIRCHHOFF RELATIVE AUX MAILLES.

Le champ E dérivant d’une fonction potentiel, la somme
des chutes de potentiel le long d'une maille est nulle. Appliquée
aux mailles I, II, III, IV, la loi de Kirchhoff donne m = 4 équa-
tions (les autres ne seraient pas indépendantes),

pour I wy—us+us =0
pour‘II y—us—us = 0
pour III —ty—tpy+us =0
pour IV s+ us—u;r = 0

que l'on peut écrire sous forme matricielle :
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! o -1 o 1 o 0 u:
0 1 0 -1 -1 0 o} \‘l3
11 0 o o 1 of" Ju| =0 sout rM]u> = |0>J
o o 1 1 o o -1 ug
s
%7

V. RESEAUX LINEAIRES.

V.1. Nous nous limitons au cas oil tous les dipoles du réseau
sont linéaires. Avec nos conventions et en représentant les dipéles
actifs comme des générateurs de tension, nous pouvons ecnre
pour le dipéle (1) par exemple : u; = rij—e

r; étant la rési_stance et ¢; la f.é.m. algébrique du dipble (e; est
positif si le sens positif choisi rencontre d'abord la borne —).
Nous avons donc les d équations (d = 7) :
u = rii—e

U = f;ziz—ez

V.2. En introduisant la matrice diagonale «résistance» r et
le vecteur colonne «fé.m.» |e>,

Ty o 0 o 0 0 O LY
0 r,0 0 0 00 .,
0 0 Ty o 0 0 0 €5
r = o 00 r, 0 00 je> = e,
0 0 0 © Ty c O e
0o 0 0 0 ¢ Te 0. s
o 0 0 0o 0 O T, e,

ces équations s’écrivent sous la forme matricielle :

ﬁu> = r[i>—|e>J

VI. METHODE DE RESOLUTION MATRICIELLE (METHODE DES
MAILLES).

VI1.1. Nous disposons donc de 2 x 7 inconnues et de 7+ 3
+ 4 équations :
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ju>=rli>—|e>
N|i> = [0>
Mju> = [0>

Eliminons par exemple les |u>. Il vient :

Nii>=[0> (3 équations)

M r|i> = Mje> (4 équations).
Si nous imposons au vecteur |i> d’étre du type |[i> = Mf|I>,
le vecteur |I> ayant 4 composantes Ij, Iy, Iy, Iv relatives
aux 4 mailles, nous sommes certains que, quel que soit |1 >, les
lois des nceuds N |i > = 0 sont vérifiées puisque :

N{i> = |0> & NM!|I> = |0>
et que nous avons montré que NM* = 0.

(En fait, nous avons considéré les courants dans chaque

dipéle comme la superposition de courants circulant dans les

mailles : les lois des nceuds sont donc satisfaites physiquement
de maniére évidente).

Il suffit donc de chercher le vecteur |I> obéissant au
systtme (4 équations & 4 inconnues) MrM!|I> = Mje>.

Appelons R la matrice carrée (4,4)

et | E> le vecteur colonne (4,1) ||E> =Ml|e> J

dans l'exemple choisi :

T,+T_+Tr -r -r -r

1773775 5 1 3
R - —1’5 Tr_+r +X'5 ) —1‘2 -1'4
-ry -, T+r, 4T 0
-1-3 -x-4 0 r3+r4+r7

On est amené A résoudre le systétme (4 équations a
4 inconnues) :

| RII> = [E> |

Cette résolution revient a écrire, en introduisant la matrice
inverse R~! de R : [I> = R-1}E>.

Le vecteur |i> cherché est donné par |i> = Mf{|I> :

[ 1i> = Me(MrM)-1M[e>. |
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VI.2. Remarque : La méthode de résolution est la méthode
des courants de maille, décrite dans de nombreux ouvrages (voir
les livres d’électricité des classes de Mathématiques supérieures
et spéciales; voir aussi des livres tels que : « Angot, Complé-
ments de Mathématiques... »).

VI.3. Remarque : La matrice R = M r M! est, par sa construc-
tion A partir de la matrice diagonale r, une matrice symétrique
(Rt = MrM?) = (MMt = MrM' = R)

Ses valeurs propres sont donc réelles. On peut d'ailleurs

montrer, en faisant appel aux puissances dépensées, qu'elles sont
toutes positives :

En appelant < u| le vecteur ligne transposé du vecteur co-
lonne |(u>,ona: P = <u|i> = .Z.I:u,-ii = 0 (la somme des
puissances « dépénsées» dans les digérents dipoles est nulle),
relation qui découle de la loi des nceuds :

Nli> = |0> &= [i> = M|I>

et de la loi des mailles M|u> = |0> &= <u|Mf = <0}, ces
deux lois permettant donc d’'écrire :

P=<uli>=<u|M|I> =0

Dans le cas de dipbles linéaires, P peut s'écrire :
(comme |u> = r|i> —|e> = <ul = <i|r—<e))
P=<i|r|i>—<e|i> =0
.1
=2 X ri2 = <e|i> = <e|M|I> = <E|I>
j=1

(la puissance «fournie» par les fié.m. est toujours positive et
égale a la puissance dépensée par effet Joule).

Si, donc, IIAR > est un vecteur propre de R de valeur
propre Ag,
IEAR> =7'R|IJ.R>' 1R<IAR|IAR>>0=>AR’>0
propriété qui nous sera utile dans la suite.

‘VI4. Remarque : Nous aurions pu effectuer une résolution
duale «en tension ». En représentant les dipdles actifs en géné-
rateurs de courant, nous avons :

iy = in + g1tk
qui conduit a la représentation matricielle :
[i> = 1> + glu>
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|ip> étant le vecteur colonne «courant de court-circuit », de
composantes iy, i, ..., ig7 €t g la matrice diagonale « conductance »
de termes diagonaux gi, g,.., &7

[i> et |u> obéissent A N|i> = [0> et M|u> = |0>.
Par élimination de |i>, on a : Ng|u> = —N|ip>.
On cherche |u> de la forme {u> = N'|U> (ce qui im-
plique que M|u> = |0> car MN* = 0).
IU> obéit 3 NgN?|U> = —N|i{> ou..

w|U> = —(NgN)-IN|ip>
donc :
|u> = —Nt(NgN)-IN|ip>.

VIl. ORGANIGRAMME.

Pour la résolution & l'aide d’'un miniordinateur de la formule
|i> = Mt¢(MrMH-1 M|e>, nous proposons lorganigramme
ci-contre :

De nombreuses méthodes peuvent &tre utilisées pour ré-
soudre le systtme R |I > = | E > (voir par exemple « BAKHAVALOV !
Méthodes numériques »). Nous en avons utilisé trois :

VII.1. PREMIERE METHODE : INVERSION DE LA MATRICE.

On calcule la matrice inverse R-! par la méthode de Cramer
et on déduit |I> par |[I> = R-1|E >. Le calcul de R-! néces-
site le calcul du déterminant de R et des différents mineurs,
ces calculs faisant eux-mémes appel aux calculs des substitutions

sur l'ensembles 1, m;.

VII1.2. DEUXIEME METHODE : ELIMINATION DE GAUSS.

Elle revient & mettre R sous la forme d'un produit de 2 ma-
trices triangulaires : R = B D, avec :

by 0 0 0 1 dp dp  du
by bp O 0O 0 1 dy dy
B == =
by bw bs 0 ) StP=lo o 1 4
by bo by by 0 0 0 1

Les coefficients de B et D se calculent par les relations de
récurrence :

k=1
by = agp — I bijdik pour k < i
i=1
1

i-1
dy = — (ax — I bydy) pouri <k
i=1

i
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en effectuant les calculs successivement pour les ensembles
Gk)y=(0Q1 ..(1,m), 2,1) .. 2,m) .. (m,1) ... (m, m).

On résout ensuite B|J> = |E> en calculant successive-
ment Iy, Ju, Jip, Jwv (calcul direct) puis D{I> = |J> en cal-
culant successivement Iyy, Iy, In, It (calcul par remontée).

VIL.3. TROISIEME METHODE : ITERATION.
Le systtme R|{I> = |E > peut s'écrire :
[I> =]I>—a®R|I>—|E>)
ou |[I> = F|I> + o|E>, F étant la matrice F = 1—aR
(1 : matrice identité). On calcule |I > par itération, au moyen de
la relation permettant de passer d'un vecteur |I,> au vec-
teur | L > @
[Ta1> = F|I,> + oE.
Pour que le processus d'itération ne diverge pas, les valeurs

propres de F, Ax = 1—ao g, doivent étre toutes de module infé-
rieur a 1.

Les Ag étant toutes positives (voir VI.3.), ces conditions
peuvent étre réalisées en choisissant pour o par exemple (fig. 2)

AF

Fig. 2
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o = 2/Sp, Sg étant la somme des Az, somme que l'on connait

puisqu’elle est égale a la trace de la matrice R (dans notre
exemple, Sg = 2(r; + r2 + r3 + 14 + 15) + 16 + 17

VIIl. CONCLUSIONS.

VIII.1. SANS ORDINATEUR.

Du point de vue pratique, la résolution matricielle ne pré-
sente pas d'intérét : chacun sait comme il est fastidieux de faire
le produit de matrices et surtout d’inverser une matrice.

Du point de vue théorique, elle permet néanmoins de dé-
montrer les théorémes classiques d'électrocinétique linéaire
(superposition, réciprocité...). Par exemple, le théoréme de réci-
procité est ici évident : il consiste & affirmer que la matrice
M! (M rM)-1M est symétrique, ce qui découle immédiatement
de sa construction & partir de la matrice r diagonale (voir V1.3).

VIII.2. DU POINT DE VUE PROGRAMMATION.

Le programme a été réalisé au Club « Informatique» du
lycée Pasteur & Neuilly sur un miniordinateur « TRS 80 » en lan-
gage basic.

Nous remercions ceux qui nous ont aidé par leurs conseils,
leurs suggestions, leurs critiques, en particulier M. DALLARD et
M. MoREAu.

Si on lui donne le nombre de mailles indépendantes, le
nombre de nceuds indépendants, la matrice M, les résistances
et les f.6.m. des dipoles, l'ordinateur fournit l'intensité, la ten-
sion, la puissance relatives & chaque dipdle.

Y

Les seules parties « intelligentes » 4 effectuer par l'opérateur
sont :
— l'analyse du circuit et en particulier son codage afin d’écrire
la matrice M,

— le choix de la méthode de résolution de R |I> = |E >.

Au niveau de nos connaissances et de nos moyens (donc
avec toutes les réserves que cela comporte), nous avons tiré les
conclusions suivantes sur les trois méthodes utilisées :

— Inversion de la matrice R : cette méthode lourde ne convient
que pour des matrices de dimension faible (nous l'avons pro-
grammé pour m < 5); elle peut étre intéressante si l'on fait
varier les f.é.m. du circuit sans faire varier les résistances.

— Elimination de Gauss : c’est la méthode la plus rapide et
c’est celle que nous conseillons.

— Itération : la résolution est précise mais elle est longue; elle
peut étre intéressante si l'on fait varier lentement un seul
parametre du circuit.
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En effet, le programme proposé peut s’inclure comme sous-
programme d'un programme plus vaste d’optimalisation : re-
cherche, en faisant varier un parameétre, de l'obtention d'une in-
tensité, d’'une tension, d’une puissance maximales ou minimales
dans un dipéle donné.

ANNEXE :

RESOLUTION D'UN SYSTEME
PAR LA METHODE D’ELIMINATION DE GAUSS

Soit, par exemple, le systéme :

21+ 3+ x3=17 ay ap ap X1 i
X+2x4+3x=20 ou |ay ap dapje| x| =1{axn
axy

—X+ X+2x=9 ay an aGn X3
soit : Alx> = |a>.
|. Principe.

1.1. La méthode d’'élimination de Gauss revient : a rendre le
coefficient de x; égal 4 1 dans la premiére équation (ici, en mul-
tipliant par 1/2); a supprimer le terme en x; et a rendre le coef-
ficient du terme en x; égal a4 1 dans la seconde (ici, en retran-
chant la premiére et en multipliant par 2); a supprimer les
termes en x; et en x; et & rendre le coefficient du terme en x;3
égal 4 1 dans la troisitme, etc. Le systeme est alors mis sous la
forme :

1 372 172 X 172 0 0 17 17/2
0 1 5 >o<x2>=<—1 2 0 >o<20>"=< 23>
0 0 1 X3 —3/10 172 —1/10 9 4

soit :
D|x> = Cla>.
Cette forme permet un calcul simple par remontée :
x3=4, xz+5(4)=23=>xz=3,
x + 3/233) + 1/2 4) = 172, x = 2,
1.2, Plutét que d'écrire D|x > la>, on préfére intro-

= C
duire la matrice inverse de C : B = C-1, c’est-a-dire écrire le
systéme sous la forme : BD|x> = BC|a> = BD|x> = |a>
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B (inverse de C, triangulaire inférieure) est une matrice triangu-
laire inférieure; D est une matrice triangulaire supérieure.

. Calculs.

IL1. CacuL pE B ET D.
On a donc :
bix =0 pour i<k
dyx =0 pour k<j (avec  dj = 1).
Puisque BD = A,
g bij djk = Q.
=1
On peut, dans la sommation, s'arréter lorsque j est égal au
minimum de i ou de k.

La derniére expression peut donc s’écrire :

k
x bii dik = a; si k<1t
j=1

bidi = ax si i<k
1

T Me

On en déduit :

k=1
by = agp— X bidp pour k<i
i=1

1 it
dp = — (aw— I bydy) pour i<k
i i=1
Les calculs s'effectuent successivement pour les ensembles
i,k = (,1),(1,2) .., (1,m), 2,1) ., 2,m), ..., (m, 1) ..., (m, m).

Exemple : Ici,

by=ay=2 dy=1
an
b =0 dyp = — = 3/2
by
a
by =0 dy = —=1/2
1
by=ay=1 dy=0

by = ap—bydp=1/2 dp=1
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ay— by dy3
by =0 dp=—0 278
by
by=ay=—1 dy =0
by = an—by dp, =5/2 dp=20

by =ag—bydp—bpdy=—10 dy=1

On a donc écrit A sous la forme :

2 3 1 2 0 0 /1 32 172
< 1 2 3>=< 1 12 0 >-< 0 1 5
-1 1 2 —1 52 —10 0 0 1

A = B . D
(on pourra vérifier que B est bien l'inverse de la matrice C que
nous avons calculée au I.1).

I1.2. RESOLUTION.
Pour résoudre BD |x> = |a>,

I1.2.1. On résout d’abord B|y > = a (calcul direct),

2 0 0 » 17
( 1 12 0 >-<y2>=<20>
—1 572 —10 ys/ N\ 9

291 = 17T = y; = 1772
172 + 172 9, = 0= 9, = 23
—17/2 + 5/223—10y; = 9= y; = 4
(remarquons que le vecteur |y > tel que B|y > = a peut s’écrire

ty> = B-1]a> = C[a>; il avait été calculé de cette maniére
au I.1);

ici :

soit :

I1.2.2. On résout ensuite Djx> = |y> (calcul par
remontée) :
1 372 172 X1 1772
0 1 5 > <x2>=< 23 )
0 0 1 X3 4
soit :
X3 = 4

X2 +5(4) =23= x =23
x4+ 320) + 1/2(4) = 17/2 = x = 2.



