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Le filtrage numérique *

par Yves BERNARD,

Conservatoire National
des Arts et Métiers, Paris.

1. INTRODUCTION.

— Un filtre est un systéme capable de séparer les constituants
d’'un mélange en tenant compte d'une de leurs caractéristiques.
Dans le cas du filtre électrique, cette caractéristique est la
FREQUENCE du signal sinusoidal, car, depuis FourRiER (1822) on sait
qu'un signal quelconque peut étre considéré comme un mélange
de signaux sinusoidaux. Un filtre pASSE-BAS par exemple, laissera
passer toutes les composantes sinusoidales de fréquence inférieure
A fo, et stoppera toutes les composantes de fréquence supérieure.
Les filtres PASSE-BANDE. COUPE-BANDE, PASSE-HAUT,... sont aussi aisés a
décrire par des graphiques du type de ceux de la fig. 1. L'abscisse
est le logarithme de la fréquence, de fagon a concentrer 1’échelle.
L'ordonnée est liée au rapport des amplitudes des tensions a la
sortie et a l'entrée, d’'un signal sinusoidal de la fréquence consi-
dérée ; on introduit la grandeur :

V. 12
a = 10 logy
\"

s

qui se mesure en DECIBEL (dB) qui est plus commode, a la fois
parce qu'elle comprime l'échelle, et parce qu'elle fait intervenir
le carré des tensions électriques, proportionnel au rapport des
puissances. Dans un filtre idéal, ¢ vaut 0 dB dans les bandes
passantes et « dans les bandes coupées.

— Cette notion de filtre électrique s’est dégagée vers la fin
de la premiére guerre mondiale. C'est I’Américain CAMPBELL qui a
proposé, vers 1915, des circuits composés de résistances, de
condensateurs et de bobines pour effectuer ce filtrage en fré-
quence. Les travaux n'ont pas cessé depuis, et aujourd’hui le
FILTRAGE est une des grandes fonctions de l'électronique. Les
filtres constituent une classe trés importante des circuits utilisés
dans les systémes de télécommunications et d’automatique. Nous

(*) Exposé présenté le ler septembre 1981 4 Toulouse, lors du stage
d'information des professeurs de physique, organisé par le "Centre
National d'Etudes Spatiales et 'Union des Physiciens.
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Fig. 1

allons en détailler quelques aspects et notamment la conception la
plus récente, le filtrage numérique.

Mais auparavant, il faut comprendre pourquoi l'utilité du fil-
trage en fréquence n'a pas été percue pendant trois-quarts de
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siecle, car, c'est en 1844 que le premier systéme de télécommuni-
cation électrique, le TELEGRAPHE, a été inventé. Pendant 75 ans, on
a transmis des signaux électriques sans se préoccuper de trier
les fréquences, et aujourd’hui, ce tri est une fonction essentielle ;

quelles furent les motivations de ces études conduites a partir
des années 1920 ?

2. QUELQUES MOTS D'HISTOIRE...

— Le télégraphe électrique nait en 1844. Son principe est bien
connu. Une pile électrique (VoLta, 1800) alimente un électro-aimant
(WEBER-GAuss, 1833) par lintermédiaire d'un long fil conduc-
teur (OHM, 1836). Dans le premier systéme, l'émetteur et le récep-
teur sont éloignés de 65 km (Washington - Baltimore). Si l'inter-
rupteur est ouvert, l'électro-aimant n’attire pas la petite piéce de
fer, solidaire d'une plume, inscrivant une trace sur le papier qui
se déroule.

Si l'interrupteur est fermé, le courant traverse 1'électro-aimant
et la plume se déplace; la trace aussi. On dispose d'un systéme
binaire (1.0) pour transmettre I'information (fig. 2).
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Fig. 2

— Mais, & I'époque, on ne disposait pas d’horloges capables
d'assurer le cadencement, en divisant le temps en intervalles égaux,
ol l'on puisse observer (ou non) un « digit », suivant que linter-
rupteur était fermé ou ouvert. Le grand mérite de l'artiste peintre
américain, Samuel Morse fut d'inventer un systéme de codage,
I'alphabet MORSE, adapté & la manceuvre manuelle de l'interrup-
teur. On émet une succession d'impulsions courtes (points) et
d'impulsions longues (traits) dont la durée précise importe peu,
pourvu que les deux classes soient aisément discernables. Ces
impulsions sont séparées par des silences brefs (écarts entre im-
pulsions d’'un méme groupe) et longs (écarts entre impulsions de
groupes adjacents) pour lesquels la méme remarque s'impose.
Le code morsEk affecte les symboles les plus courts aux lettres les
plus fréquentes (e = 1 point) de fagon a améliorer le débit de
I'information.
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— Le télégraphe se développe rapidement; l'essentiel des
progrés techniques concerne la réalisation des lignes conductrices,
de grande longueur et bien isolées. Des 1850, on peut immerger
ces lignes (isolées a la gutta-percha) dans la Manche, entre Calais
et Douvres. En 1856, une ligne de 850 km joignant Varna (Bul-
garie) & Balaklava (Crimée) dans la Mer Noire... La longueur était
suffisante pour que l'on puisse observer la durée de propagation.
Le savoir-faire des opérateurs a 'émission et a la réception (« lec-
ture » du message d’apres le son..) fit aussi des progres consi-
dérables. Le télégraphe est un systéme trés utile et trés répandu
en 1914... et on ne voit se manifester aucun besoin de filtrage en
fréquence (ni d’ailleurs de fréquence privilégiée).

— 1876 marque une seconde étape importante. Cette année-la,
I’Américain Graham BELL lance sur le marché le téléphone, uti-
lisant la modulation d’'un courant continu par une self variable
(fig. 3). Le noyau magnétique d’'une bobine comporte un entrefer

MEMBRANE LIGNE ‘ HEMBRANE
OO T — 1
= H[I At
PARDLE —» 1 } ht | ~—=3SON
‘\I o 1 \v
T =l pnE
7;;// 77777
Fig. 3

dont la largeur varie si 'on parle au voisinage car la pression
sonore déplace la membrane qui limite 'entrefer. La variation de
réluctance crée une variation de self, et cela modifie la valeur
du courant. La variation du courant dans l'autre bobine, de struc-
ture identique, entraine une attraction plus ou moins grande de
la membrane, qui vibre, reproduisant a4 peu prés les vibrations de
la premiére membrane, donc émettant un son semblable a la
parole. On transmet ainsi la parole a distance, grace aux varia-
tions d’'un courant.

— Ce systéme connut rapidement le succes. Les progres
techniques ont été faits dans la structure de l'émetteur (le micro-
phone a charbon, de «résistance variable », remplagant I'émet-
teur de BELL, de rendement médiocre) et surtout dans la répar-
tition géographique des appareils. Si N personnes désirent étre

1
reliées entre elles, il faut -2— N (N — 1) lignes, ce qui immobilise

beaucoup de cuivre, inutilisé la plupart du temps. Il est préfé-
rable de relier tous les « abonnés » & un « central », avec N lignes,
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et de prévoir un systéme qui connecte au moment opportun les
extrémités des lignes des abonnés qui désirent se parler. D’abord
manuelle, cette opération devint automatique grice 4 un sys-
teme télégraphique. Chaque abonné utilise d'abord sa ligne pour
transmettre un message codé, qui, au central, déplace les commu-
tateurs pour réaliser la connexion nécessaire. Puis il utilise sa
ligne, connectée a celle de son correspondant, comme téléphone.

La encore, on n'apergoit pas la nécessité de filtrer quelques-
unes des fréquences. Un son musical pur est un signal sinusoidal ;
mais la parole est toujours un mélange de signaux sinusoidaux
dont les fréquences vont sensiblement de 20 Hz a4 4000 Hz et si
l'on veut que le signal soit intelligible, il faut tout conserver.

— Les expériences de I'Allemand Heinrich HErRTZ, en 1887,
vont nous mettre sur la voie que nous recherchons. On peut
constater expérimentalement que les variations du courant dans
un fil (antenne d'émission) créaient, au voisinage, un champ
électromagnétique, qui se propageait a distance. Un autre fil
(antenne de réception) frappé par ces ondes, était le siége d'un
courant induit, dont les variations reproduisaient celles du cou-

rant dans l'antenne d'émission (fig. 4).
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Fig. 4

Dés lors, on pouvait transmetire a4 distance, et sans fil, des
variations de courant, donc penser a4 la télégraphie ou a la
téléphonie sans fil. .

En fait, dans ce cas, la théorie avait précédé l'expérience,
grace aux travaux de I'Ecossais James-Clerk MAXWELL publiés en
1875. Une exploitation aujourd’hui classique de cette théorie faite
par FITZGERALD en 1883, montre que le champ rayonné a plusieurs
composantes dont l'importance décroit avec la distance d; cer-
taines décroissent comme 1/d3 ou 1/d? et sont sans intérét a
quelques meétres ; une seule des composantes décroit comme 1/d
et peut donc étre utilisable au loin. Or, on constate que si 'an-
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tenne est excitée par un courant sinusoidal de fréquence f, cette
composante utile du champ électromagnétique a une amplitude
proportionnelle a f2, ce qui veut dire que les basses fréquences
ne rayonneront pratiquement pas, alors que les hautes fré-
quences rayonnent beaucoup. Le résultat est clair : si I'on alimente
l'antenne avec le signal télégraphique, ou avec lc signal «audio »,
on n‘obtiendra qu'un rayonnement négligeable, car il s'agit de
signaux basse-fréquence.

— 11 fallut alors introduire la notion de « porteuse». Un
signal sinusoidal de haute fréquence F alimente l'antenne d’émis-
sion et crée une onde électromagnétique qui, a distance, reproduit
le signal sinusoidal dans lI'antenne de réception. Puis, I'informa-
tion est placée sur cetie porteuse, par exemple en modulant son
amplitude. La fig. 5 montre un signal porteur modulé par un
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Fig. 5
signal sinusoidal de basse fréquence. Ce dernier cas correspond
a la description mathématique :

v = Vy[1+esin2nft]sin2aFt

qui s’écrit encore :
v = Vgsin2aFr..

1 1
et 5 Voecos2n(F—f)t — - £ Vocos 2n(F+ f)t.

Ainsi, &4 une modulation a la fréquence f (disons une fréquence
audio, comme 4000 Hz) correspondra 3 fréquences dans l'onde
électromagnétique F et F = f (fig. 5). Un signal audio, qui s’étend,
dans la bande de base, entre 0 et 4000 Hz va s’étendre, une fois
« placé sur la porteuse », dans la bande F + 4000 Hz, soit sur
8000 Hz de part et d’autre de la porteuse.

— On apergoit alors trés clairement I'importance du filtrage,
car le circuit est ouvERT. L'antenne peut recevoir un trés grand
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nombre d’autres signaux ; ce sera catastrophique s’ils se trouvent
dans la méme bande de fréquence. Mais s’ils sont dans des bandes
différentes, on pourra s’en débarrasser par un filtrage adéquat.

Le filtrage en fréquence apparait ainsi comme un outil essen-
tiel dans les transmissions sans fil, travaillant avec des porteuses,
pour se protéger des autres fréquences indésirables.

— Lorsque les filtres furent assez perfectionnés pour lais-
ser passer la bande utile de modulation et stopper pratiquement
les autres fréquences, on put réaliser un multiplex (des 1918
entre Pittsburgh et Baltimore). On utilise pour cela, sur la méme
ligne téléphonique, un grand nombre de porteuses, de fré-
quences F|, F,, F;,... chacune supportant un message-audio. Pour
que cela fonctionne, il faut, comme le montre la fig. 6 que I'écart F

F

[ [

%78
/ % -
F - F2 3 4 FRE©QUENCE
BANDE
. D& FILTRAGE
Fig. 6

entre deux fréquences porteuses soit supérieur au double de la
fréquence maximum f,,, que 'on trouve dans le signal modulant.
I1 faut disposer d’'une batterie de filtres passe-bande laissant
2 f,, (soit 8000 Hz dans le cas de la parole). A partir de 1930, les
systemes de télécommunications devinrent de grands consomma-
teurs de filtres, et la sagacité des spécialistes de la « synthése »
de ces circuits fut mise a4 l’épreuve en cherchant des perfor-
mances de plus en plus grandes. Une batterie de filtres devenait
un outil essentiel de toute transmission électrique.

Pour clore ce bref historique, signalons un autre systéme qui
allait exiger des filtres. C'est la boucle de réaction, base des
amplificateurs efficaces et aussi des servo-mécanismes. Ce mon-
tage a été créé par Brack vers 1923 (fig. 7). Un amplificateur
simple, de gain A, réalimente son entrée, par un circuit de réac-
tion. Avant de fermer la boucle, il est opportun de prévoir l'ins-
tabilité qui peut se produire si un signal sinusoidal, aprés avoir
parcouru la boucle revient amplifié, et en phase (ou, plus généra-
lement déphasé de 2a). Le systéme est alors instable, car le
moindre signal perturbateur s’amplifie sans arrét en « tournant »
dans la boucle. Il faut donc « faire la chasse » aux fréquences ol
le déphasage est égal a4 2n, et veiller 4 ce que pour ces fré-
quences, le gain de la boucle soit inférieur & I'unité. Cela consiste



86 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

r— *
AHPLIF|CATEUR
0 —1 N~
cliacu T
DE REALTION
| AVEC FILTRE

Fig. 7

a introduire un filtrage en fréquence dans le circuit de réaction
qui, pour certaines plages de fréquences affaiblit le gain. C'est
une autre cause du développement rapide de I'industrie du filtre.

3. CIRCUITS ELECTRIQUES POUR LE FILTRAGE DES FREQUENCES.

— Dans les années 1920, les composants utilisables pour réa-
liser des circuits étaient essentiellement passifs : il s’agissait de
résistances, de condensateurs et de bobines de self-induction. Le -
seul composant actif connu, la triode, était trop délicat pour
étre introduit dans un circuit ol, a priori, 'amplification ne
s'imposait pas. Il convient de ne pas oublier ce qu'était un tube
radio, vers 1920 : un composant fragile, volumineux, exigeant
deux batteries (6 volts et 110 volts) pour fonctionner et dégageant
beaucoup de chaleur... Le fabricant de circuits ne prévoyait une
triode dans un schéma que si cela était absolument indispensable.

— Depuis les années 1950, les choses ont considérablement
évolué, grace au transistor. On trouve aujourd’hui des amplifica-
teurs a transistor, baptisés « amplificateur opérationnel » dont
I'emploi est trés simple ; il suffit d'une pile de 6 volts pour ali-

menter ce composant petit et robuste.
Le composant le plus volumineux est aujourd’hui la bobine de

self-induction, dont on cherche d’ailleurs a éviter I'emploi, alors
que celui d’'un amplificateur est devenu simple. Trés schématique-
ment, les trente années comprises entre 1920 et 1950 ont été
I'ére des filtres passifs, avec R, L et C tandis que les vingt années
comprises entre 1950 et 1970 auront vu l'ére des filtres actifs, avec
R, C et des amplificateurs a transistor, en évitant d'utiliser L,
élément lourd et volumineux.

— Donnons quelques exemples simples de calculs de filtres
en montrant comment 'on aboutit a la description esquissée dans
I'introduction. Comme il s’agit d’exprimer le comportement d'un
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circuit en régime sinusoidal, on utilise la notation complexe,
introduite par STEINMETZ en 1904. La fig. 8 donne le plus simple
des filtres passifs RC. La « fonction de transfert » est le quotient

de la tension de sortie (en notation complexe) par la tension
d’entrée. On obtient :

v, Ty
T=—=—
1] (0]
1+j—
Wo
en appelant o la pulsation (w = 2=xf) et en posant :
v, = Vet Uy = V, ef (wt+o)
1 1+ RG
Ty = ——— Wy = —————
1+ RG RC

C’est un filtre du premier ordre.

11 en résulte que :

W 2
a = 10 logy [ 1+<—> ]
wg

en mesurant l'affaiblissement a partir de l'affaiblissement du
continu fixé a 0 dB (fig. 8).

Til"
G est b conductdnce 6db
Jde lo charge

J : AW
Fig. 8 a0 Loy, [ +(w) ]

Le déphasage imposé par le filtre vaut :
03
p = —Arctg —.
Wy
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Ce montage est évidemment un filtre passe-bas. Pour o < wy,
l'affaiblissement a est compris entre 0 et 3 dB. Pour des fré-
quences supérieures, l'affaiblissement augmente rapidement ; aux
fréquences élevées, (v » wy), on constate que l'affaiblissement
augmente de 6 dB chaque fois que la fréquence double (passage
a l'octave).

— Ce schéma R, C passif est simple ; malheurcusement, ses
caractéristiques dépendent de G, la conductance de charge qui
peut varier. Avec un montage actif comprenant un amplificateur
de gain A trés élevé, on peut éliminer cet inconvénient, en
conservant 'expression de T. La fig. 9 donne le schéma d’un filtre
actif pour lequel :

Ao Q
TO = ~ o
AR+90)+ 20+ R) R +o
AR+90)+(2¢+R) R +¢
u)o = jad
CoR (2 + A) CRe
R P P
— AN
(WA c|
- N T'Vz
Fig. 9

dans le cas usuel ou A est tres élevé, et ol 'impédance d'entrée
de I'amplificateur est si élevée que l'on peut négliger le courant
qui entre par les bornes + et — (on obtient 102 £...). La conduc-
tance de la charge, G n'intervient plus. Si 'impédance de sortie
de l'amplificateur est négligeable, on peut placer plusieurs cellules
en cascade, avec des valeurs de R et C différentzs et I'on obtient
un filtre dont la fonction de transfert est de la forme :

To T, T
T = . .
W w [
L+ L+ j—
[O0) ) 3

1+

Nous voyons apparaitre une méthode puissante de synthese
de filtre, en placant en cascade des cellules actives simples.

— Donnons encore, sur la fig. 10 le schéma d'un filtre passif
utilisant une self. Le calcul conduit a :
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Vs

Fig. 10

Dy 1

vy 1+jGLo—LCw?

formule qui sera utile dans la suite. Suivant les valeurs des para-
meétres, on peut obtenir pour a des courbes de formes tres
différentes.

Ona:
a = 10 logp [1 + (G2L2—2CL)w + C2L2 0]

GLw
¢ = Arctg ——8 ——.
1—LCw

— Comment, avec de tels schémas, peut-on satisfaire les
desiderata du client. Ceux-ci s’expriment avec le « gabarit ». Pour
un filtre passe-bas, on demandera par exemple :

— que dans l'intervalle 0 — ., I'affaiblissement soit inférieur a
une certaine valeur, 3 dB par exemple ;

— que, pour la pulsation 2w, (octave de la coupure), I'affaiblis-
sement a, soit aussi grand que possible.

La fig. 11 donne trois solutions possibles avec les exemples
que nous venons de traiter. Avec le filtre du premier ordre (fig. 8),
un seul cadrage est possible et conduit a :

W, = oy a, = 7 dB.

Avec le filtre LC du second ordre, on peut envisager deux
cadrages, I'un, dit de « BUTTERWORTH » donne :

a, = 12 dB

G V2

C= —— L = .
g \/—Zl G wo
L'autre, dit de « TCHEBYTCHEFF » donne :
a; = 14 dB

avec les conditions :
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avec les conditions :
' 1
C = L1 = .
0, G o,

Avec les exigences du client telles qu’'elles viennent d'étre
explicitées, il conviendra donc de choisir un réglage de TCHEBYT-
CHEFF, si l'on ne dispose que des deux schémas précédents. En
fait, il existe de trés nombreux schémas de filtres dont les per-
formances sont encore meilleures et, par ailleurs, le client exige
toujours, pour a; une valeur minimum ; si, par exemple, il
demande a, > 30 dB, il faut adopter un schéma plus évolué que
les précédents. On pourra s’exercer a satisfaire a ces exigences
avec des schémas du type de ceux de la fig. 12.
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— Nous avons beaucoup insisté sur les filtres passe-bas ; c'est
que, outre leur utilité propre pour éliminer des fréquences éle-
vées perturbatrices, ils constituent des modéles commodes pour
fabriquer d’autres filtres. Partons du schéma L C de la fig. 10 avec
le réglage de BUTTERWORTH et :

— la ot il y avait une capacité C, plagons un circuit bouchon L, C;,
résonnant sur la pulsation w, c’est-a-dire remplacons 1’admit-
tance j Co par :

1
iCo + —
jlio
avec : LiCio? =1,

— la ou il y avait une self L, plagcons un circuit L,, C;, en série,
résonnant aussi sur la pulsation g, c'est-a-dire remplagons
I'impédance j L ® par :

1
jCow

avec : L;Cag = 1.

jlo +

Compte tenu du réglage de BUTTERWORTH qui impose :

GL, = 2C;
on obtient :
W Wy 4
a = 10 logm 1+ Q“<——-—-—-——>
10)0 )
avec :
02 = Lz C1 ’(1)02.

La fig. 13 montre l'allure des variations de a avec la fré-
quence ; c’est bien un filtre passe-bande. La bande ou l'affaiblis-
sement est inférieur 4 3 dB est oy (1 = 1/2 Q),

(car Q est toujours élevé).
En pratique le client impose «g, fréquence centrale du filtre,

Q 1ié a la largeur de bande a 3 dB et G, conductance de la charge.
Les formules précédentes conduisent a :
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— Pour achever ces indications sommaires sur le comporte-
ment des filtres de fréquence, notons que la technologie ne met
pas a notre disposition n'importe quel composant. Il est difficile
de réaliser une capacité inférieure a 10 picofarads, et une capacité
supérieure a 10 microfarads... la dynamique est de 'ordre de 105...
Il en est a peu prés de méme pour les selfs. Comme :

WOy =

L, C
_ = —_— = Q2
L &
il en résulte que Q = 1000 est un maximum. Cette limite n’est

d’ailleurs pas atteinte dans l'état actuel de la technologie, car
une capacité doit étre connectée par des fils qui présentent une
certaine self (1 cm de fil 4 une self de 'ordre de 10 nanohenrys)
de sorte qu’a une fréquence de l'ordre de 10 MHz, I'impédance
du fil est de l'ordre de 0,7 mQ, comparable a celle d'un conden-
sateur de 10 uF a cette fréquence. Le condensateur n’est plus
une capacité, mais un circuit résonnant.. Des limitations ana-
logues interviennent vers les basses fréquences et on obtient, sur
la fig. 14 le domaine pratique de réalisation technologiquement
possible des filtres LC.

Les réalisations de filtres actifs sont limitées au domaine de
basse fréquence car I'amplification, supposée trés grande, diminue
en pratique avec la fréquence.

Nous reviendrons sur ce tableau dans la suite.
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FILTRES
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4. LE FILTRE DE FREQUENCE EST AUSSI UN INTEGRATEUR ANALO-
GIQUE ; MAIS UNE INTEGRALE PEUT S’OBTENIR PAR UN CALCU-
LATEUR NUMERIQUE.

— Ces circuits électriques qui effectuent la fonction filtrage
en fréquence, telle qu'elle vient d’étre décrite, vont agir sur n'im-
porte quel signal électrique, représenté par exemple par une ten-
sion fonction du temps. Ce signal n’aura souvent aucune ressem-
blance avec une sinusoide; ce sera, par exemple la succession
aléatoire d’impulsions rectangulaires que constitue le signal du
télégraphe MORSE.

Des lors, lintérét de l'analyse fréquentielle n’apparait pas,
tout au moins en premiere urgence ; il est préferable de faire une
étude directe. Prenons l'exemple du filtre RC qu1 nous a déja
servi (fig. 15).
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Fig. 15

On écrit que lintensité { qui traverse la résistance R est
donnée par la loi d'oHM,

1
i= — (V=5)
R

mais qu’elle est aussi la somme de l'intensité que la tension S fait
circuler dans la capacité C et dans la conductance de charge G,

ds
i=C-— + GS.
dt

Cela conduit a :

das
RC7+ QA+RGS =V
-dt

équation différentielle linéaire a coefficient constant qui permet
de connaiitre la réponse S(¢f) a un signal d’attaque quel-
conque V (¢).

— Des filtres réalisés avec des circuits plus compliqués
conduisent aussi a des équations différentielles (a4 cause des selfs
et des capacités, dont les lois physiques s’expriment avec des
dérivés); ces équations sont linéaires a coefficients constants
tant que l'on utilise des composants de valeur constante (1) dont

le comportement est décrit par une loi linéaire (2).

Mais au lieu d’obtenir une équation de premier ordre, on
peut avoir des équations d’ordre élevé. Par exemple, le circuit de
la fig. 16 est décrit par :

as ds
LC— +LG— + S =V.
de dt

(1) On pourrait imaginer que l'une des armatures du condensateur
vibre mécaniquement ; ’épaisseur, donc la capacité varie au cours du
temps ; il n’y aurait plus de coefficient constant.

(2) Ce ne serait pas le cas si l'une des résistances était réalisée
avec une diode & semi-conducteur.
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Fig. 16

Pratiquement, on préfére manipuler deux équations du pre-
mier ordre qu'une seule du second ordre. On écrira par exemple,
en introduisant I'intensité dans la self :

ds G i
—_— = —— S 4 —_—
dt c c
di S V(1)

— — it +
dt L L

formulation, sans doute moins usuelle, mais plus commode pour
le traitement mathématique. Ces notations sont les EQUATIONS
D’ETAT. Quant au troisiéme circuit qui nous a servi dans l'analyse
fréquentielle (fig. 17), il est décrit par :

&S S Ly C\d&8 G dS 1 dav
LiC,—+L,G— +<1 +— +—>—-— —_———t —S = —
de de L, C/de ¢ dt ol dt
TP 2
—/0000 |
i . Ly s ‘l-q
v L Tc‘ ¢ S
Fig. 17

Le lecteur établira cette équation, et, en introduisant les
intensités i; et i, dans les selfs et la tension S, aux bornes du
condensateur C,, il pourra aussi décrire le montage par quatre
équations différentielles du premier ordre, comportant au pre-
mier membre les dérivés de S, S,, i) et .

— Comment utiliser ces équations? Il suffit de consulter
I'arsenal de formules que les mathématiciens nous fournissent.
Prenons par exemple I'équation simple du circuit R,C :
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ds
— + a8 =8V(@®)
dt
en posant :
1+GC 1
g = —— = =
RC RC

On sait intégrer cette équation, et obtenir la solution sous la
forme :

S(t)=f BV(x)seet-0dx
0

(on consultera un ouvrage de mathématiques, dites « générales »
au chapitre portant ce nom admirable de « méthodes de varia-
tion des constantes »). L’origine des temps, qui est l'origine de
l'intégration, est choisie au moment ou V (¢), le signal d’attaque
démarre ; il est nul avant (évidemment!) On suppose que S(¢)
est nul, avant que l'attaque ne soit intervenue, c’est-a-dire qu’il
n'y a pas de souvenir d'attaques antérieures, et donc, concrete-
ment que le condensateur est déchargé.

— Les mathématiciens nous fournissent des solutions compa-
rables pour des équations différentielles linéaires a coefficients
constants d’ordre plus élevé. Elles ont la méme forme, qui s'ap-
pelle une intégrale de convolution. Nous dirons donc qu'un filtre,
c’est un circuit électrique qui réalise, de facon analogique, le
calcul d’une intégrale de convolution, sur la valeur du signal
d’attaque V (1).

On montre que toute équation différentielle linéaire a coeffi-
cient constant avec un second membre fonction de temps, du
type :

d[S]) = V(1)
ou d est un opérateur différentiel linéaire a coefficients constants,
a pour solution :

t
S@i) = f V(x)*D(t—x)dx.
0

C’est une intégrale de convolution, entre le second membre
(lié au signal qui attaque le filtre) et la fonction D qui est une
solution de l'équation sans second membre :

d[S] = 0.

La fonction D caractérise donc le filtre décrit par 1'éguation.
On montre facilement que c’est la réponse a un signal V (t), trés
bref et trés intense (une IMPULSION de DIRac).

— Si le filtre est réalisé matériellement, nous disposons d'un
intégrateur analogique, qui fournit automatiquement S (1) ; si le
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filtre n’est pas réalisé, nous pouvons quand méme obtenir S (¢)
en calculant l'intégrale par un des nombreux procédés que ’ana-
lyse numérique met a notre disposition.

Prenons par exemple la méthode des rectangles, telle que I'in-
dique la fig. 18 :

|V () 0 (E-=)

z

- )
o o (4
Fig. 18

Nous divisons lintervalle d’intégration 0,7 en petits inter-

valles, de durée ¥; considérons la fonction a intégrer comme

constante dans l'intervalle k%, (k¢ + 1) § et assimilons la courbe a

intégrer a4 un escalier. L'aire est celle d'une somme de rectangles,
et en posant :

t = nd S(t) = S(nd) = S,
1
V(x) = V(k¥) = V, D(t—x) = D[(n—k)¥] = — D,

i)
en introduisant un facteur d’échelle 1/9, qui simplifiera la suite,
il vient : :

ou encore,
Sn = VoD, + \'A Dn—l + V, Dn—Z + o+ VoD + Vi, D,.

La valeur du signal S(z), 4 linstant n® s'obtient donc de
fagon trés simple : on effectue une combinaison linéaire de toutes
les valeurs passées du signal d’attaque, avec une suite de coeffi-
cients D; qui caractérisent le filtre. Un filtre peut étre considéré
comme un calculateur qui doit comporter les éléments suivants :

— un échantillonneur, capable de mesurer la valeur du signal
d’attaque V a des instants k%, et de mettre ces valeurs en
mémoire,

— un registre ol sont inscrits les coefficients D, D, D;, qui
caractérisent le filtre,
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— un ensemble de multiplication et sommation.

Le schéma de la fig. 19 indique le principe de ce calcul ;
deux registres se déplacent, I'un en face de l'autre. D; est inscrit
sur 'un et V, sur l'autre, en sens inverse. On multiplie les
termes qui sont face a face et I'on fait la somme des termes ainsi
obtenus.

gbé Ds Du D3 D2z Da Do
] ] ] ]

Fig. 19

En pratique ce systéme n'est pas réalisable, car il faut un
nombre variable de termes pour chaque opération. Pour avoir S,
il faut n multiplications et une somme de n termes; pour avoir
S,.1, il faut une opération de plus. On peut alors mettre a profit
la signification de D (2), qui est la réponse du circuit & une im-
pulsion trés bréve, pour t = 0. Comme le circuit est STABLE, il
revient a l'équilibre, c’est-a-dire D =~ 0 lorsque ¢ augmente. On
peut donc poser approximativement D, = 0 pour n > N.
On obtient alors la somme de N termes :

k=n
S, = X Vi*Dys
k=n-N

étant entendu que Vi = 0 pour n —N <0.

Ceci nous conduit 4 un premier type de filtre numérique,
baptisé filtre transversal.

Un premier registre contient les n valeurs Dy, D, Dy, ..Dn.
Le signal d’attaque, précédé d’autant de 0 que nécessaire, figure
dans un second registre qui glisse devant un systéme fixe sym-
bolisé sur la fig. 20. Le sommateur porte toujours sur N termes,
qui ont toujours les mémes coefficients multiplicatifs.

— Bien entendu, tout ceci repose sur une tolérance dans la
précision avec laquelle on cherche le résultat. Remplacer la
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courbe, dont il faut calculer l'aire, par un escalier, cela entraine
une premiére erreur ; négliger les termes aprés Dy entraine une
seconde erreur.

Nous avons déja vu que les desiderata du client se limitaient
généralement & un gabarit, c’est-a-dire 2 une fourchette de tolé-
rance. Si les erreurs ainsi commises restent dans la tolérance
acceptée, nous pouvons utiliser ce procédé et donc remplacer
un circuit électrique qui est un calculateur analogique de convo-
lution, par un calculateur numérique. En pratique, pour évaluer
I'erreur, on étudiera le comportement de filtre en signal sinusoi-
dal, posant :

V(t) = Vel Vi = Vg(eiwd)k

S(1) = Soei S, = Sp(ei?)n.

Il vient :

k=n
.Sy = I VoD, i(eiwt)*
k=n-N

et la fonction de transfert :
Sn k=n p=N
Tn = = X D,i(et)k-n = X Dp(e—iwb)p.
Vn k=n-N p=0
Si l'expression de Ty ainsi calculée donne une courbe qui
entre dans le gabarit, c'est que les erreurs sont tolérables. Le
filtre num¥rique est ayssi satisfaisant que le filtre analogique.
Nous allons y revenir.
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5. LE FILTRAGE NUMERIQUE.

— Le traitement numérique du signal suppose donc un échan-
tillonnage, c'est-a-dire la mise du signal sous la forme de tableau
de nombres. Dans la plupart des cas, les signaux a traiter sont
des grandeurs physiques qui varient de facon continue (la tension
électrique aux bornes d'un microphone par exemple). Il faut donc
étre capable de mesurer la valeur de la grandeur physique a des
intervalles de temps régulierement espacés de ¥, puis de présen-
ter le résultat dans un systéme numérique adapté au calculateur
(c’est dire, dans la quasi totalité des cas, sous forme d’'un nombre
binaire). Des circuits spéciaux, baptisés Convertisseurs Analo-
giques Numériques (C.A.N.) aujourd’hui d’'un usage courant et
commercialisés, réalisent cette opération. Encore faut-il choisir #.

— Il est clair que plus % sera petit, plus les performances
technologiques seront difficiles a réaliser; il faut en effet dans
I'intervalle de temps ¥, permettre au C.AN. d’effectuer les nom-
breuses opérations élémentaires nécessaires pour « piquer » l'in-
formation analogique et la transformer en un nombre binaire ;
plusieurs bascules doivent changer de position, ce qui demande un
certain temps... Disons pour fixer les idées que ¥ = 10-3 sec
est une performance simple, et que % = 10-¢ sec est déja diffi-
cile a réaliser. Le record actuel est de 'ordre de 10-8 sec. Mais si
le signal varie rapidement, il faudra obtenir de nombreux échan-
tillons si l'on désire que la table numérique en fournisse une
image satisfaisante. On ne peut donc traiter que des signaux de
fréquence « pas trop élevée ». L'Américain SHANNON a précisé
cette notion intuitive en 1949, en énoncant un théoréme fondamen-
tal dont nous allons donner une idée.

— Considérons un signal sinusoidal, de fréquence f échan-
tillonné avec la période d’échantillonnage #, donc a la fréquence
F, = 1/8.

Nous pouvons représenter ce phénomene par une modula-
tion d'amplitude d'un signal échantillonneur constitué¢ d'une suc-
cession d'impulsions trés breves, séparées de 8 (fig. 21) lorsque la

| stenaL ) svecTre

RN

i -

) t Fe 1¥e AFe
Fig. 21
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« porteuse » est une sinusoide, son spectre est une simple raie, a
la fréquence 1/%; lorsque c'est une succession d'impulsions
courtes, c'est la superposition du fondamental et de tous les har-
moniques comme le montre un développement en série de Fou-
RIER ; on a un spectre de raies. La modulation d’amplitude, par
une sinusoide de fréquence f crée le méme phénomene que celui
décrit dans la fig. 5; on observe des raies de modulation = f de
part et d’autre des raies nF, du spectre du signal porteur.

Il suffit des lors de regarder la fig. 21 pour comprendre que
le signal sera correctement représenté si les raies parasites sont
correctement li€ées a la raie de la porteuse, et n'empiétent pas les
unes sur les autres; cela exige que :

1
Fe = _>2f

donc que la fréquence d’échantillonnage soit supérieure au double
de la fréquence du signal a échantillonner.

En pratique, le signal a échantillonner (la parole par exemple)
n'est pas sinusoidal ; mais, grace & FOURIER, on peut le décrire
par une superposition des sinusoides et en fait, on constate expé-
rimentalement une limite aux fréquences de ces composantes.
Dans le signal de parole, on peut considérer que fy = 4000 Hz
est une limite tolérable ; on peut couper les fréquences supérieures
sans changer l'intelligibilité du message, car ces tomposantes ont
toujours une amplitude négligeable.

Il en résulte que l'échantillonnage d’'un signal de parole four-
nira un spectre continu, s’étendant sur tout l'intervalle 0-4 000 Hz,
de part et d’autre de chaque raie du signal d’échantillonnage. Si

F.> 8000 Hz

les spectres ne se recouvrent pas, et l'on conserve correctement
I'information contenue dans le signal. : # = 125 ysec, ce qui est
facile a obtenir (des C.A.N. simples effectuent les opérations
« échantillonnage + numérisation » en 4 usec...).

Notons enfin qu'il existe des circuits réciproques des C.A.N.
qui sont les Convertisseurs Numériques Analogiques (C.N.A.) qui
fournissent un signal analogique, continu, « passant par les
points » d’'un signal numérique de commande.

— Le filtrage numérique consiste donc a choisir ¥, en respec-
tant le théoréeme de SHANNON, puis a placer, en amont un C.A.N.
et en aval, un C.N.A. Entre les deux, il faut un calculateur... qui
matérialise le filtre numérique. Or tous ces circuits sont actifs ;
a l'ere de la lampe triode, de tels circuits dont le principe était
connu (les bascules ont été inventées par ECCLES et JORDAN vers
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1919) auraient été technologiquement irréalisables par suite du
volume et de la dépense d'énergie. Ils auraient fonctionné a des
fréquences F, si faibles que l'intérét aurait été nul. Il a fallu le
transistor (1945) et surtout la technologie des circuits intégrés
(1960-1970) pour avoir de trés nombreuses bascules, de trés petites
dimensions, donc rapides, sans dépense d’énergie (ou presque).
Le schéma de la fig. 22 est réalisable & trés bon marché, et dans
un faible volume depuis 1970.

CAN, F—osf "¢ CNA. |— SE
U'(g) ’ AFn NuMeRIQE| S,

Fig. 22

— Réaliser un filtre numérique c’est donc programmer un
calculateur électronique pour qu'il réalise l'opération de convo-
lution entre le signal d’attaque échantillonné V, et le signal D,
conservé en mémoire et qui est la réponse impulsionnelle. Nous
avons vu un exemple d’un tel programme au paragraphe précé-
dent : il convient d’effectuer N multiplications et une somme, ce
qui n'est pas difficile.

Mais il y a beaucoup d'autres techniques permettant de numé- '
riser I'équation différentielle qui décrit le filtre analogique, pour
passer au filtre numérique équivalent. Partons de :

ds
—— +aS =8V
dt

et intégrons, par rapport au temps, entre les instants (k—1)% et
k. Il vient :

kb ds ko kd
f —--dt+uf S'-dtzﬁf Vedt.
x-no dt (k-1 ¥ (k-1 %

Les deux intégrales définies peuvent étre obtenues par la
méthode des trapézes (fig. 23), ce qui conduit a :

L L
St —Si-1 + ‘G—Z—(Sk + S-1) = ﬁ—-z—(Vk + Vio1)

et par conséquent a,

ot 1
1]—— —pd
2 2
S =] —— | Sic1 + — (Vi + Viy)
od o9

14— 14+ —
2 2
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Fig. 23

ou encore :

Sy = Ask_|+ka+ka_1

avec trois coefficients constants A, B et C. Pour avoir la réponse
S;, 4 l'instant t+ = k9, il suffit de conserver en mémoire la valeur
de la réponse et de l'attaque a l'instant précédent (t = (k—1)9);
la combinaison linéaire est alors trés simple. Mais le programme
est répétitif et, & chaque coup on est obligé d’arrondir le résul-
tat; il en résulte une erreur qui se cumule a chaque étape. On
risque des ennuis, comme des oscillations permanentes du
montage.

— Retenons que la numérisation qui conduit au programme
peut s’effectuer de plusieurs fagons, toujours avec une incerti-
tude créée par le fait que le signal est échantillonné et que l'on
«saute» de k® a (k + 1)#,.. Pour évaluer l'importance de cette
erreur, on peut comparer 'effet du filtre sur un signal sinusoidal,

V = Vyeivol,
Dans le cas analogique, la réponse est :
S = §yei Wi+
et en transposant dans l'équation différentielle, on a :
S(jo +a) = B8V
dont la fonction de transfert :
S B To B
T:—-—=‘ = [To=—-—,'ﬂ)o=d]
\' jo + a .o o
l+j—
wg
Dans le cas numérique, l'attaque numeérisée est,
V, = Vo(et)*
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et la réponse est :
S, = S (eiwt)n eiv,

En transposant dans la relation qui caractérise le filtre numé-
rique, on a :

o o 1
S"[1+_._ <1_.__>e—iw0] = vnTﬁft}(l.;.e-iwD)
2

2
don¢ aprés quelques transformations, une fonction de transfert,
Sn B TO
TN = = =
o2 % Wy
V. o+ j—tg— tg —
L 2 . 2
14 j——————
wy %
2

T et Ty sont apparemment tres différents, au point que 1'on
peut se demander si tout ce qui précéde a un sens. C'est le théo-
[
reme de SHANNON qui nous fournit la réponse, car f = —2—-
e
doit étre inférieur a 1/2 ¥... Cela signifie que le filtre numérique
n'a d'intérét que pour,
F ]
W < —
i
Le seul intervalle uTiLE, ol le filtre numérique soit intéres-
sant est la partie basse du spectre. Dans cet intervalle, les
deux courbes sont trés voisines comme le montre la fig. 24. La
courbe du filtre numérique entre méme mieux dans le gabarit que
l'analogique car elle « coupe » plus brutalement. En pratique, on
choisira # en dessous de la limite théorique imposée par SHANNON
de facon que l'écart entre T et Ty soit inférieur a la tolérance
du client dans le spectre utile.

Un filtre numérique n’est utilisable que pour des signaux dont
le spectre est limité en fréquence, ce qui est, en pratique, le
cas général.

— Le filtre numérique, tel qu'il vient d’étre décrit, semble un
raffinement technologique sans grand intérét. Il peut sembler
absurde de faire, avec un calculateur électronique, ce que I'on
peut faire avec une résistance et un condensateur.. En fait, I'in-
térét considérable du filtrage numérique réside dans le traite-
ment effectué par l'ordinateur, qui peut étre bien plus complexe
qu’'une simple convolution numeérique.
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Le signal naturel, capté par un systéme physique (parole,
captée par un microphone - activité cardiaque, captée par des élec-
trodes placées sur la peau - activité sismique, captée par un sismo-
graphe...) puis numérisé, se présente a nous sous la forme d'une
sonde de nombre V,, V|, V,,... V... qui contiennent, & la fois, l'in-
formation utile et tout un ensemble de perturbations, globalement
caractérisée par le terme « bruit ».

On ne connait évidemment pas le bruit a chaque instant;
mais, le plus souvent on connait des propriétés statistiques
comme sa valeur quadratique moyenne. On ne connait pas, a
priori, la valeur du signal (sinon on n’aurait pas besoin de le
mesurer) mais on posséde certains renseignements ; par exemple
on sait que le signal utile est une succession d’impulsions de
forme connue, ou encore qu'il obéit a une loi physique connue.

— Supposons, par exemple, que le phénoméne soit décrit par
un seul parametre, obéissant a la loi,

— = —aX
dt
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o étant constant. A linstant ¢
au bout du temps ¥, il vaudra :

Xn+1 = X, e-a?

n®, ce parameétre est égal a X, ;

comme on le montrera en intégrant 1'équation.

Mais, si I'on fait la MESURE de X, on obtient une valeur x,
somme de X et du bruit.

A linstant (n + 1)%, on mesure x,.,, qui difféere probablement
de X,..; (la différence est le bruit). On introduit donc la premiére
loi de filtrage : la valeur estimée de X, a l'instant (n + 1)% est la
somme de X, e-*?, obtenue en suivant la loi physique, et de
K(x,,1—X,, e-*?) qui représente l'effet du bruit; on pose

Xn+1 = Xu e 4 Kn+1 (xn+1_xn e-?),

Le coefficient K, ,,, représente l'importance que l'on accorde
au bruit, pour corriger l'évaluation de X, déduite d’abord de la
loi d’évolution. Le choix de K, exige d’introduire la seconde loi
de. filtrage, énoncée par WIENER en 1940, et qui dérive de la
méthode des « moindres carrés ».

On écrit que l'incertitude quadratique moyenne aprés n esti-
mations, c’est-a-dire :
| S
2 = — X (x,~—X,-)2
n =l

est minimum ; en transposant dans cette expression la loi de
récurrence précédente et en exprimant la condition de minimum,
on obtient, aprés des calculs assez pénibles, 'expression de K,
sous forme d’'une relation entre K, et K, . On parvient, dans des
cas simples, qui nous serviront pour un dernier exemple, a la loi

Ko

Knyt = —
e2ad + K,

— Il est clair que seul un ordinateur permet de faire ces
opérations ; il faut un premier programme pour calculer K,
par récurrence a partir d'une premiére estimation K,; il faut
un second programme pour calculer X, par récurrence, a partir
d'une premiére estimation Xy, et des mesures xj, X,... La fig. 25
symbolise ce second programme. '

Comme le phénoméne étudié (par exemple la position d'un
mobile) dépend de plusieurs parameétres, on se trouve confronté
avec une douzaine d’équations de récurrence, que seul un puissant
ordinateur permet de traiter...
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Terminons ces notions arides, qui tentent de décrire som-
mairement ce qu'est un filtre de KALMAN, par un cas particulier.
Supposons que la loi physique soit « = 0, ce qui signifie que la

grandeur que nous cherchons a évaluer est constante. On consta- -

tera alors que K, = 1/n et que :
1

Mz

Xn = Xj

1

~.
1

n
c'est-a-dire que la meilleure estimation est la MOYENNE...

Le filtre de KaLMAN, résultat du processus d’échantillonnage
et d’'un calculateur est la généralisation du calcul de la moyenne
pour des systemes 4 N parametres variables au cours du temps.
Le «filtre » est maintenant comme un systéme qui sépare, le
mieux possible, le signal utile des perturbations qui l'accom-
pagnent (fig. 26). Ce n’est plus un filtrage en fréquence et le filtre
numérique n'est plus une mauvaise copie d'un filtre analogique.
Cest un filtrage du bruit, laissant passer la meilleure estima-
tion possible du signal utile.

L'ordinateur permet ces réalisations, que l'on ne sait pas,
actuellement, faire avec des systémes analogiques et dans ce



108 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

domaine, le filtre numérique est irremplagable, notamment parce
que ses parametres (K, par exemple) sont COMMANDABLES en cours
d’'opération.

- CEATAINES WDANDES -
FILTRAC-€ > DE FREDUEMNCES

U—@\:ZAMA. UTFE____.. EN

FREQ@uUenNCE

TouTR  LES AUTRES

FRESUVENLES
: HEILLEURE ESTIMATION
FILTRAG € o
VE) =sE)+BEk) — sl v Pssise e I(8)

BRUIT

TOUT LE RESTE

DV sioNaAL

Fig. 26

6. LE MODELE DU FILTRE NUMERIQUE CONDUIT A DES NOUVEAUX
TYPES DE FILTRE ANALOGIQUE.

— Nous allons terminer cet exposé en montrant que le modele
de filtre numérique peut servir 4 matérialiser des nouveaux cir
cuits analogiques, mettant en application un phénoméne trés
important, la propagation des ondes élastiques a la surface de
corps piezoélectriques. Cette application récente (1970) de la piezo-
électricité a la synthese des filtres est trés intéressante.

— Chacun connait les « ronds » qu’engendre, a la surface de
I'eau calme, le caillou que l'on y a fait tomber. Il s’agit d’ondes
superficielles ; la perturbation ne se propage pas a l'intérieur de
l'eau et dés que l'on observe a une profondeur de l'ordre de 2
ou 3 fois la longueur d'onde, on constate que I'eau est en repos.
On connait aussi la célébre expérience des rides créées a la
surface de I'eau (ou du mercure) par la pointe vibrante, accro-
chée a un diapason. 1l s’agit 1a aussi d’ondes superficielles mais
qui sont conditionnées surtout par la tension superficielle du
liquide tandis que les « ronds dans l’eau », comme la houle, sont
principalement conditionnés par la gravité et la déformation d’un
liquide incompressible.

— Il nous faut maintenant rappeler ce qu’est la piezoélec-
tricité. Prenons un corps solide; nous pouvons exercer sur lui
deux actions (fig. 26) :
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— une action MECANIQUE, en le comprimant avec une force F
répartie sur l'aire S (pression F/S),

— une action ELECTRIQUE, en appliquant une tension V entre
deux faces métallisées, distantes de X (champ électrique V/X).

L'action mécanique a un effet mécanique, qui est une varia-
tion d'épaisseur. X devient X + x, x/X caractérise l'effet. L’action
électrique a un effet électrique; des charges Q apparaissent sur
les électrodes d’aire S et la quantité Q/S (densité de charge) sont
assez petites pour que l'approximation linéaire soit valable, on a :

x 1 F Q \%

—— = e———— _— = gt

X E S S X

E étant un coefficient d’élasticité, e ¢ la constante diélectrique.
Mais dans certains corps, tels que le quartz, le niobate de li-
thium,... chaque cause produit les deux effets. L'application de la
force fait varier I'épaisseur, mais crée aussi une charge; 'appli-
cation de la tension engendre une charge, mais crée une varia-
tion d’épaisseur.

On a :
x 1 F \"4
_ - —— + K —
X E S X
Q F v
— =K — + gt —
S S

K est un coefficient qui caractérise ce couplage entre la déforma-
tion mécanique et la polarisation électrique. C’est la constante
piezoélectrique.

Les coefficients E, g & et K dépendent du corps considéré.
Pour les corps piezoélectriques usuels, on retiendra les ordres
de grandeur suivants :

E =~ 101 ge =~ 10-1 K =~ 10-10

en unité du systéme international.

— Prenons alors une plaquette d'un corps piezoélectrique.
Réalisons dessus, par photogravure, un systéeme d’électrodes dont
la fig. 27 donne l'allure. Ces électrodes adhérent a la surface
qu’elles entrainent dans leur déplacement. Appliquons une ten-
sion V; nous allons observer, grace a leffet piezoélectrique un
effet mécanique qui va tendre a rapprocher les deux doigts, donc
qui comprimera le corps, entre les deux doigts et seulement
pres de la surface (ou qui le dilate, suivant le signe V).
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(cause)
Coros

Piszoélectricue

Propagation

Zone de compression

(effet mécanique)

émission
Pailioitidodl

émetteur - réception

€lectriaue

Compression
(CAUSE)

Fig. 27

Appliquons la tension V variable; on crée une perturbation
mécanique et I'on constate que cette perturbation se PROPAGE a la
surface, sans pénétrer a lintérieur. On observe le déplacement
d’'une sorte de vague, qui transporte un effet mécanique (la
compression) mais aussi un effet électrique (la tension électrique,
qui accompagne toute compression dans un corps piezoélectrique).
Ce phénomene est formellement identique a celui que l'on ob-
serve sur une longue corde, que l'on frappe en un point; on
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observe l'impulsion (ici purement mécanique) qui s'écarte du
point de choc.

— Plagons alors un systéme d’électrodes identiques, a une
distance L de l’émetteur. L'impulsion va y parvenir aprés un
RETARD T = L/v, si v est la vitesse; celleci est de l'ordre de
3000 m/s; elle ne dépend pas de la fréquence, ce qui est fort
sympathique ; en effet, le systéme est NON DISPERSIF (v indépen-
dant de f) et une impulsion se propage sans déformation car
toutes les composantes sinusoidales qui interviennent dans la
décomposition de FoURIER de I'impulsion se propagent ensemble.
L'impulsion arrive donc «sous » les électrodes réceptrices ; elle
contient, & la fois, une déformation mécanique et un champ
électrique. Lors de son passage, on va donc observer un signal
électrique, sous forme d'une tension que l'on recueillera. Il sera
prudent de mettre ensuite des « obstacles » qui empéchent l'im-
pulsion mécanique de se réfléchir; on y parvient avec un traite-
ment de surface approprié, qui absorbe les ondes.

Ainsi, & l'attaque V (¢) sur les électrodes de gauche, va cor-
respondre la réponse V (t — T) sans déformation sur les électrodes
de droite ; le systéme est une ligne & retard (3 microseconde par
centimetre).

— Nous allons maintenant réaliser sur le substrat piezo-
électrique, le peigne a N intervalles de la fig. 28. Les doigts ont des
longueurs différentes ; appelons [; la longueur du doigt numeéro j,
a partir du premier, 4 droite du peigne émetteur. Le premier
intervalle est alimenté par la tension V (¢). La longueur du doigt
émetteur est ly; il est raisonnable de supposer que l'ébranlement
est proportionnel & la longueur du doigt qui I'a créé et cest bien
ce que l'on constate expérimentalement. L'ébranlement se pro-
page, et arrive sur le peigne récepteur ; la tension recueillie vaut :

S = KLhVV(it—T)
puisque l'ébranlement doit parcourir l'intervalle libre.

Le second intervalle, ou le doigt a une longueur /; émet aussi
un ébranlement, mais celui-ci est proportionnel a I; et a da
parcourir la distance (L + a)/v pour arriver sur le peigne récep-
teur. Celui-ci regoit donc :

a
S =—-Kyvfp t—T——
1

Le signe — traduit le fait évident que les deux doigts émet-
teurs supportent la tension en sens opposés aux précédents,
comme le montre la fig. 28, Le peigne récepteur recoit ainsi toutes
les impulsions qui sont retardées les unes par rapport aux autres
du temps ® = a/v, qui est le temps de transit d'une dent a l'autre.
La tension recueillie est la somme, ce qui conduit a :
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N d——- —- -0

Il

-
o
%
v Vv
Fig. 28

i=N a
Sty = T (—1YKLV[t—T—j—
=0 . v /'’
11 suffit quelque peu de changer les notations, en posant :
t=nd T =md (—1YL;K = D, Vit—T—jd) =V,
k=p
Sn = X Dn—k'vk
k=p-N
avec p = n + m car tout est retardé du temps de transit du mon-
tage, sur la longueur L = m 9.

Dans le cas du filtre numérique du § 4, il n'y avait pas de
retard global; » = 0, p = n.

— Nous retrouvons bien le modeéle du filtre numérique, ce
qui est facile 2 comprendre ; en effet, les deux doigts d’'un peigne
effectuent un échantillonnage de la tension d’attaque lorsque
Iimpulsion est appliquée. Le signal électroacoustique ainsi créé
est mis en mémoire pendant un bref instant, celui de la propa-
gation sur la ligne. Le décalage des dents du peigne entraine un
décalage temporel des instants d’'échantillonnage, la fréquence
d’échantillonnage étant 1/% = v/a. Enfin le peigne récepteur, qui
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recoit les impulsions échantillonnées et décalées, joue le role
d’'un sommateur tandis que la longueur du doigt regle l'impor-
tance de 'échantillon.

Ce systéme matérialise donc, de fagon analogique, un modele
de filtre numérique.

— Les difficultés technologiques sont importantes.

Le premier probléme concerne l'application du théoréme de
SHANNON ; la fréquence 1/8 doit étre supérieure au double de la
fréquence la plus élevée a traiter. Or, v est de l'ordre de 3 000 m/$
et la photogravure permet a = 30 . On peut atteindre plusieurs
centaines de MHz, ce qui place d’emblée ces filtres dans le do-
maine trés utile des hyperfréquences. D'ailleurs, des procédés
d’'usinage par faisceau électronique permettent de gagner encore
un ordre de grandeur et d’atteindre le gigahertz.

Par contre, la bande de fréquence utile est assez faible; on
ne peut traiter ainsi que des signaux compris dans une bande de
quelques MHz autour de la porteuse qui peut atteindre plusieurs
centaines de MHz. Cette limitation provient du fait que 1'ébran-
lement créé par V(z) dans le ne intervalle va agir sur tous les
autres doigts qu'il rencontre avant de quitter ’émetteur ; si cette
action, retardée, s'effectue en sens contraire de celle de V(1)
favorable a I'émission, l'efficacité du montage baisse.

Enfin, il faut déterminer la suite des nombres I; qui repré-
sentent les longueurs des doigts.
Comme dans le cas du filtre numérique, on cherche a faire

entrer la courbe représentant la fonction de transfert en régime
sinusoidal dans le gabarit. La fonction de transfert vaut :

g=N
Ty = X (—1)21,K(e-iut)a

q=0
comme le montre un calcul comparable a celui du § 4.

On cherche une courbe T (w) qui entre dans le gabarit «a
peu prés au milieu ». Puis, on cherche & minimiser 'erreyr,

@y
£ =f [T (w) — Tyx]? do.

w;

l'intégration étant effectuée sur toute la bande utile des fré-
quences. La difficulté réelle du probléme provient du fait que 1,
est nécessairement positif. Fort heureusement, les ordinateurs
ont appris des programmes capables de faire cela.

On n’'obtient pas un minimum absolu, mais un minimum rela-
tif, qui tient compte de ces contraintes. L'essentiel est que Ty
entre dans le gabarit, ce que l'on vérifie a posteriori.
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Actuellement, une large part des difficultés technologiques
est surmontée ; les filtres & ondes de surface sont efficaces dans
la bande de 100 MHz & plusieurs GMz. Des réalisations sont com-
mercialisées. On trouvera, sur la fig. 14, le domaine ou les filtres
a4 ondes de surface sont réalisables.

On peut utiliser l'effet piezoélectrique dans la synthese de
filtres tres différents, dits & « onde de volume ». Le domaine cor-
respondant a été aussi indiqué sur la fig. 14, pour la compléter,
et rassure le lecteur sur les réalisations de la technologie
moderne.

Pour en savoir plus :
— Sur le traitement numérique dé I'information, on consultera :
BELLANGER (M.),
Traitement numérique du signal. Masson. 1981.
Boite (R.), LEcH (N.),
Les filtres numériques. Masson. 1980.
Rapix (J.-C.),
Introduction au filtrage numérique. Eyrolles. 1970.
— Sur les filtres analogiques, on consultera :

MarcHaAls (J.-C.),
Structure élémentaire des filtres actifs. Masson. 1979.

— Sur les ondes de surface, on lira, avec intérét :

DieuLESAINT (E.), et RoYEr (P.),
Ondes élastiques dans les solides. Masson. 1974.



