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Dynamique des systémes ouverts
Mouvement d’une fusée

On étudie un systéme physique limité par un volume < inva-
riable. A une date donnée ¢, 'impulsion (ou quantité de mouve-
ment) de ce systeme, mesurée dans un référentiel & qu'on sup-

oy 2 - . . . 2
posera étre galiléen est p(t). La variation de cette quantité de
mouvement au cours du temps est due a deux causes :

Une cause interne : sur chaque partie dr du systéme agit

-— -
une force (force extérieure paradoxalement) dF = f d¢ et au
- -
total sur I'ensemble du systéme agit la force : F = f f.dz qu'on
T

doit considérer comme une « source d’'impulsion », source interne :
ainsi le poids du systéme s’il est soumis a l'action de la pesan-
teur. On en déduira :

— =
dpx = F dt
et cest le seul terme qu’il faille considérer si le systéme est

fermé, c’est-a-dire si aucune matiére ne s’échappe du volume
lorsque le temps s’écoule.

Mais si le systéme est ouvert, c'est-a-dire si de la matiére
peut le quitter, si sa masse peut varier, alors il y a de l'impul-
sion qui est retirée du systéme par cette matiere qui quitte le
volume ¢ traversant la surface S qui le limite. Plus précisément,
considérons un élément dS de cette surface. Elle est traversée,
pendant la durée dt par une masse élémentaire :

dm = ¢ ;)":i_s) dt

— . :
oll v’ est le vecteur vitesse avec laquelle la masse dm se déplace
dans le référentiel &' lié au systéme. Cest le flux du vecteur

- —
« densité de ccurant de matiére» j = o v’ a travers la surface dS
(au facteur dt prés). Le raisonnement est le méme que celui
qu'on fait en électrocinétique pour calculer, & partir de la den-
sité de charge, la densité de courant, puis l'intensité du courant
a travers une surface élémentaire, enfin la charge qui traverse
cette surface pendant la durée dt.
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Pendant cette durée dt, la quantité v dm représentera l'im-
pulsion qui quitte le volume ¢ & travers 1'élément de surface dS.
D’oli au total :

— -
dp, = — dmv
s
-
ou v est le vecteur vitesse de la masse dm mesurée par rapport
au référentiel &. Soit :
- —3——-) -
dp, = — | o (v’ dS)v dt.
s

Si bien que le bilan global d'impulsion compte tenu des deux
termes écrits précédemment, sera :

—
dp - —> = —>

— =F— | o(@dS)v 1)
dt s

En général, rien ne se simplifie dans cette expression.

. . . z . Ry i
Toutefois, il y a un cas intéressant : c’est celui ol v peut
étre considéré comme constant sur une partie S; de la surface S
et nul ailleurs. L'intégrale du second membre s’écrit alors :

joms*)::f Qa’-ﬂ:::f o7 B,
s Sy Sy

o - - . y . .

Or, 1’1ntegralef ¢ V' dS représente la quantité de matiere qui
St

a traversé la surface S; donc qui a quitté le volume ¢ (puisque

la matiere ne s'échappe maintenant qu'a travers S;) pendant

I'unité de durée. On Fappellera « débit de matiére » et on le

note a avec :
g dM
a=|eoVdS = ——0r
8y

dt

M étant la masse du systéme. (Le signe moins indiquant que la
matiére a quitté le volume ). Alors 'équation générale (1) pré-
cédente s'écrit :

:i-—)
LR @)
dt




BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 649

Tout ceci doit étre écrit, évidemment, dans un référentiel gali-
léen (ou considéré tel) convenable.

MOUVEMENT D’UNE FUSEE.

C'est l'application la plus usuelle des résultats écrits précé
demment. On prend comme référentiel & le référentiel li¢ a la
terre et on le supposera galiléen (pour simplifier). On considére
le mouvement vertical de la fusée. A une date ¢, son impulsion

est : p(t) = M(t) V(1)

Les forces extérieures appliquées se réduisent au poids M (t-)?.
La vitesse des gaz de propulsion, par rapport au référentiel & est :
v=04+V
V' étant le vecteur vitesse des gaz dans le référentiel &’ lié a la
fusée. Alors :
- =
dp  dMV) 5 oo
— = —— = Mg—a(@ + V)

dt dt
En développant, il vient :
-y
dM dv
—7+ M——= M?—a?’—av
dt dt
dM
et comme a = — ——, ceci donne :
dt
dv
M— = Mg —av' 3)
dt

Projetons cette équation sur un axe Oz vertical ascendant.
Sur cet axe, nous aurons :

- - —
Vi) = V(ink g=—g
-
et : "= —u
les gaz étant éjectés vers le sol.

’

—_
k (avec g>0)
%

<

dv (1)
Alors : M (1) ———d = —M(t)g + au’ 4
t

Un cas simple est celui oit le débit «a» est constant, alors
M(t) = My — at et I'équation précédente est intégrable.
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Notons qu’a Pinstant initial, si on veut que la fusée puisse
décoller, on doit avoir : dV/dt > 0 c’est-a-dire au’ > Myg. Clest
la quantité au’ (homogéne a une force) qui est appelée « pous-
sée » dans le langage journalistique et technique.

Dans le cas d'une fusée propulsée par photons, les résultats
. seront obtenus de la fagon suivante : les photons sont produits
lors d’une réaction "d’'annihilation dans laquelle la disparition
d’'une masse — dM produit dans le référentiel &' lié a la fusée
une énergie dW' = —dM ¢2 (le signe moins indique que la masse
du systétme diminue et —dM est positif). Dans ce méme réfé-
rentiel, les photons ainsi émis emportent une impulsion qui, dans
le cas o1 ils sont éjectés vers l'arriére de la fusée, est :

dpy® = dMc®

=

(k' est le vecteur unitaire de 'axe O'Z’ ascendant du référentiel
li¢ a la fusée). Dans le référentiel &, nous obtenons l'impulsion
de ces photons en utilisant la transformation de Lorentz :

Vv
dpz = 'Y(dp'z’ + _2' dW’)
C

soit : Vv
’ dp, =vycdM| 1 ——ro
c

La variation d’impulsion de la fusée sera, pendant la durée dt
mesurée dans le référentiel & :

d(yMV) Vv dM
_ = —vc 1 e—— > [
dt c dt
ou :
d(vV) dM
——— =F—vy¢ —1.
dt dt
On constatera d’ailleurs que — dt = adt = dt’ représente

v
la durée mesurée dans &’ pendant laquelle la masse de la fusée
a diminué de dM. — dM/dt’ pourra alors (dM est invariant) étre
considéré comme le débit en masse a’ mesuré par un observa-
teur lié¢ 4 la fusée et I'équation précédente s’écrira :

dxV)
M—_————
dt

=F4ac (5)

qui généralise 'équation classique obtenue précédemment (4).
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Un cas particulier simple est celui ot la fusée éloignée de

tout astre peut étre considérée comme isolée; alors F = 0 et
on écrit : .
d(vV) dM
— = —vyC¢ —.
dt dt

On peut simplifier par dt, les variables M et V se séparent et
le probleme se réduit 4 une quadrature.

Notons que la fusée ayant un mouvement accéléré, le réfé-
rentiel & qui lui est associé n'est pas en mouvement de transla-
tion uniforme par rapport au référentiel &. Pour pouvoir appli-
quer la transformation de Lorentz, il faut en fait considérer un
référentiel & qui est, a la date ¢, animé par rapport a & d'un
‘mouvement de translation uniforme de vitesse V (référentiel
tangent). Les calculs effectués précédemment n’en sont pas
affectés.

P. JEAN,
(Lycée Thiers - Marseille).
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