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Résumé :

On analyse les liens entre I'entropie de Boltzmann telle qu'elle est définie en physique
statistique et l'entropie de Shannon telle qu'elle est introduite dans la théorie de
linformation, pour aboutir a l'identité des concepts. Dans ce contexte, I'entropie apparait
naturellement comme une mesure de linformation manquante sur le systéeme et la
méthode du maximum de l'entropie permet de retrouver les distributions statistiques de
Maxwell-Boltzmann, de Fermi-Dirac et de Bose-Einstein.
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1 Introduction

Le lien entre I’entropie statistique et I'information n’est pas immédiat et peut méme
surprendre [1]. Comment, en effet, un concept tel que l'entropie thermodynamique, relié
depuis Boltzmann au désordre d'un systéme, peut-il étre associé a 'information au sens
de la théorie de la communication de Shannon?

Nous proposons ici de rappeler la relation entre I'entropie statistique et I’entropie telle
qu’elle est définie par Shannon, ceci afin d’interpréter I'entropie comme une mesure du
manque d'information sur le systéme. Cet aspect important de l'interprétation de l'en-
tropie thermodynamique est malheureusement quasi inexistant dans l’enseignement de la
physique. Seuls quelques rares ouvrages signalent 'existence d’une relation étroite entre
le point de vue de la physique statistique et celui de la théorie de la communication (2],
(31, [4]. '

Ce lien apparait clairement lorsque 'on restitue les distributions bien connues de la
thermodynamique statistique, & 1'aide de la méthode du maximum d’entropie appliquée
en théorie de la communication.

2 Entropie en théorie de I'information

Dans la théorie de la communication, développée par 'ingénieur américain Shannon
en 1949 [5], le concept d’entropie est introduit & partir de celui d’information transmise
par un canal depuis la source d'information, a 'entrée d’un systéme, jusqu’au récepteur
a sa sortie.

On considére un ensemble de ¢ messages x. (¢ pour entrée ou états) émis par une
source a l'entrée avec des probabilités respectives P,, en général différentes. Ala sortie,
on s'intéresse a la probabilité conditionnelle P(sle) de détecter le message y, (s pour
sortie), sachant que la source 4 l'entrée a émis le message .. La théorie de Shannon,
comme la physique statistique, est donc essentiellement probabiliste.

Par définition, I'information contenue dans le message r. 4 l'entrée, de probabilité

P,, est :
I.=1b (L) = -1bP,
P,

b étant le logarithme binaire (base 2). Le mot information n’a pas ici le sens vague
habituel, mais au contraire il est trés précis et exclut tout contenu sémantique associé
un groupe de messages provenant de la source.

Cette définition de I'information satisfait aux deux conditions suivantes :

(1) linformation contenue dans le message z., de probabilité P., est d’autant
plus grande que sa probabilité est faible. Lorsque le message est totalement prévisible
(P. = 1), 'information qu'il contient est nulle; en revanche, lorsqu’il est original
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(P = 0), I'information est trés grande. En bref, selon Shannon, étre informé, c’est étre
surpris.

(2) Si les probabilités d’'un événement composite sont les produits des probabilités
d’événements élémentaires, comme c’est le cas s'ils sont indépendants, les informations
s'ajoutent, ce qui justifie le choix d’une fonction logarithmique.

L’entropie de la source est la valeur moyenne de 'information (espérance mathéma-
tique au sens des probabilités) :

H=ZPQI(,=ZPelb (%) =—¥Pelee

L'unité de H est le bit, qui est 'entropie d'un systéme élémentaire & deux états, de
méme probabilité 1/2, puisque :

1 1\ 1 1 , .
H=-3 xlb<§> -3 xlh(§> =1b2 = 1bit

3 Entfopie statistique

3.1 Définition

Si on considére un systeme thermodynamique, qui peut se trouver dans plusieurs états
microscopiques ¢, de probabilités respectives P,, 'entropie statistique est la quantité :

S=kg)_ Pn (Pi) =—kp »_P.nP.

Ainsi, comme Ventropie en théorie de la communication, 'entropie statistique est la
valeur moyenne de I'information In(1/P,). Entre S et H la relation est simple et directe ;
puisque InP, = In2 x 1bP,, on a :

S=kpln2H =0,956 x 10" 3
Le logarithme népérien et le coefficient kg (constante de Boltzmann) n’introduisent quun
banal changement d'unité : alors que H s'exprime en bit, 'unité de S est le joule par
kelvin.

3.2 Entropie statistique dans I’hypothése microcanonique

Dans I’hypothése microcanonique, valable pour des systémes isolés, tous les états
microscopiques sont également probables. Par conséquent :

| YN 1 1 1
P. = a dou S = _sze: ﬁln (ﬁ) = —kpgln (5) = kpInQ)
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Ainsi, dans ce cas, I’entropie statistique S est reliée au nombre d’états accessibles 2 par la
relation S = kg In{2 introduite par Boltzmann des 1867. On montre que I’hypothése mi-
crocanonique est celle qui réalise, pour un systeme isolé, la valeur maximale de ’entropie
statistique définie plus haut [6].

4 Entropie statistique et information manquante

Considérons 'exemple bien connu du systéme 4 deux états, constitué par un gaz de
molécules contenues dans un récipient & deux compartiments dont on escamote la cloison.

On sait que l'entropie est maximale lorsque les nombres de molécules dans chaque
compartiment sont égaux. Selon l'interprétation statistique, le nombre d’états micro-
scopiques correspondant a !’état macroscopique, compatible avec les contraintes sur le
nombre de particules et sur 'énergie, est lui aussi maximal. Dans l'analyse de Boltz-
mann, on dit que le désordre est maximal. En revanche, I'entropie est minimale si toutes
les particules sont dans un seul état, c'est-a-dire dans un seul compartiment ; elle vaut
précisément 0 dans ce cas, puisque le nombre d’états microscopiques se réduit alors 4 1.
La, le désordre est minimal.

Du point de vue de la théorie de I'information, ce systéme thermodynamique se com-
porte comme une source qui n'envoie aucun message vers un récepteur ; aussi 'entropie
de la source mesure-t-elle l'information qui manque au récepteur, du fait de 'absence de
message.

Dans le premier cas, ou les les nombres de molécules dans chaque compartiment
sont égaux, l'information manquante est maximale puisqu'un grand nombre d’états mi-
"croscopiques réalisent 1'état macroscopique le plus probable. Dans le second, ol toutes
les molécules sont dans le méme compartiment, il n'y a'qu’un seul état microscopique ;
I'information manquante est nulle.

Ainsi, on peut dire, comme le biophysicien H. Atlan, que l'entropie statistique est
proportionnelle 4 ['information moyenne que nous recevrions du systéme si nous pouvions
savoir, par la mesure, dans quel état microscopique il se trouve, grace & un message [7].
C’est dans ce contexte que Brillouin [8] introduisit la néguentropie N = —S. Apres
analyse, il nous semble préférable d'utiliser 1'expression d’information manquante pour
souligner la signification informationnelle de l'entropie et de cantonner la néguentropie
dans son role de potentiel thermodynamique associé 3 un systéme isolé [6).
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5 Les statistiques classiques et quantiques déduites de
la théorie de Pinformation

5.1 Meéthode du maximum d’entropie

Comme son nom l'indique, la méthode du maximum d’entropie consiste & chercher le
maximum de 'entropie d’un systéme, laquelle est exprimée en assignant une loi de pro-
babilité compatible avec certaines contraintes, c'est-a-dire avec certaines connaissances
partlelles que 'on a sur le systeme. Cette méthode revient donc a rechercher la loi de
probabilité qui rend maximale l'information manquante associée au systéme, c’est-a-dire
la loi qui, en n’introduisant ancune information supplémentaire, en dehors de celles ex-
primées sous forme de contraintes, est la plus objective.

La mise en ceuvre de cette méthode s’appuie sur la technique des multiplicateurs
de Lagrange [2]. On cherche & déterminer l'ensemble des n variables d’une fonction
H(zi,...,z,,...,Z,), quirend cette fonction extrémale (minimale ou maximale), sachant
que ces variables sont soumises 4 K contraintes écrites sous la forme :

c{zy, ... ;... 7)) =0 avec 1<k<K
On montre que cet ensemble est celui qui réalise 'extrémum de la fonction de Lagrange :

L=H+)Y e
k

les coefficients Ay étant des des quantités arbitraires, appelés multiplicateurs de Lagrange.
En différentiant par rapport a x;, on obtient :

dH 6Ck
8_1‘, + ;Aka_l‘z =

5.2 Application a la thermodynamique statistique

Les démonstrations qui suivent s'inspirent de I'excellent ouvrage de Kapur [9] sur les
applications de la méthode du maximum d’entropie.

5.2.1 Distribution de Maxwell-Boltzmann

Considérons un systéme de N particules dont chacune peut occuper un état d’éner-
gie ¢;.

Si P; représente la probabilité d’occupation par une particule du niveau d’énergie ¢;,
on a, en sommant sur les n niveaux :
Y P=1
1
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Il s’agit dans ce probleme de déterminer la probabilité P, en fonction de ;. Pour cela,
on applique la méthode du maximum d’entropie en tenant compte de la contrainte
précédente sur les probabilités et celle sur I’énergie qui s’écrit, si £ est 'énergie moyenne :

ZP,C,:E
t

Pour trouver le maximum de H = — 3~ P,IbP,, oude HIn2 = — %, PInP,, sous les deux
contraintes précédentes, on cherche 'extrémum de la fonction de Lagrange suivante :

L=-Y PP +X) (ZR—1>+A2 (Z”zfl'f)

En annulant la dérivée de L par rapport a P;, on trouve :
QE
op,
Comme ) P, =1, il vient :

= =InP—14+X4+Xe, =0 d'ou’ InP, = —14+X1+X2e; et P, =exp(—1+A1+A26;)

Zexp(—l + X+ Xde,) =1 soit Z= Zexp()\ge,) =exp(l — X\y)

1 2

Ainsi, en introduisant la fonction de partition Z, les probabilités P; sont données par
I'expression : '
exp(Az€;)

Z
Or, en physique, on définit la température thermodynamique d’un systéme de N parti-
cules, d’énergie totale U = N¢, par l'expression :

P1=

1 ,
=(()S) avec S = Nkgln2H et U = Ne
N,..

T au
1_, (aHan)
T "B\ 5 N

Il vient, en exprimant HIn2 et en effectuant cette dérivation :

Par conséquent :

1
Hin2=-Y" PP = -3 > exp(haes)(Maei—InZ) = =22 > Pie,+InZ = —hpe+InZ

1

Par conséquent :

1 OHIn2\ 1
—_= k = — ol = —-—— = -
T B ( 5 )N‘m kgAy dou A kpT B8
Finalement :
_ exp(-pe) 1
P, = T avec Z = zl:exp(—[}ei) et 3= T

J.-Ph. PEREZ BUP n°805 (2) - cahier enseignement supérieur



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 151

5.2.2 Statistiques quantiques

Dans l'analyse précédente, les particules étaient supposées distinctes puisque, méme
identiques, elles pouvaient occuper des niveaux d’énergie distincts, ce qui les rendait
discernables.

Ici, le caractére probabiliste est d'une double nature : d’abord, les différents niveaux
d’énergie ¢, sont affectés de probabilités G; associées aux facteurs de dégénérescence g;
puisque la sommation porte sur les états et non sur les énergies. On a naturellement :

9i
Gi= ——
‘ Z?:l 9.

Ensuite chaque niveau d’énergie ¢, peut étre occupé par un nombre entier aléatoire j de
particules identiques indiscernables avec la probabilité jointe P; ; pour que j particules,
compris entre 0 et m, alent ’énergie ¢,. La probabilité jointe satisfait a la relation

suivante :
m
> Py=1
j=0

puisqu’un niveau d’énergie ¢, est occupé avec certitude par un nombre quelconque j de
particules, compris entre 0 et m.

Dans ce probléme, on doit prendre en compte plusieurs contraintes ; d'abord celles
sur les probabilités qui s'écrivent simplement :

T 1
S Gi=1 et ZHPM«:]
1=1 1=0

Les autres contraintes concernent I’énergie totale U et le nombre N de particules :

m

n n m
> Gie,Y jP;=U et Y G jP;j=N
1=1 3=0 i=1 J=0

L’entropie a pour expression :
n n m m
H=-) G.H =-) G P,bP; puisque H;= S P bP;
1=1 =1 7=0 J=0

La recherche du maximum de H ou de HIn2, avec contraintes, revient & déterminer les
conditions dans lesquelles la fonction de Lagrange L est extrémale :

n m
L=-3"G:> P;lnP;+ > Mk
=1 j=0 [
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avec :

D Mek =X (Z Pij= 1) +h (Z Gi - 1>+As (Z GiY iPi=N|+x [ Y G S Py -U
k 3 i i J i J

Annulons la dérivée de L par rapport a P; ;. On trouve :

oL
OP, ;

A .
= ~G1(1+h.1P1‘]’)+/\1+A201+)\3jG,+/\4j51Gi =0 dou lnPi'j = EI+A2+](A3+A4E,')

Par conséquent :

m
P, ; = a;exp(—jb;) avec b; = —-A3— he; et ai_l = Zexp(—jb,)
7=0

On en déduit le nombre moyen de particules d’énergie ¢, :
m m
N =Y jP;=a;y_ jexp(—jb,)
1=0 1=0
soit :

N = exp(—b,) + 2exp(—2b;) + - - - + mexp(—~mb,)
' 14 exp(—b;) + exp(—2b;) + - - - + exp(—mb;)

Le cas particulier ou m = 1 correspond a la statistique quantique de Fermi-Dirac,
celui o m = oo a celle de Bose-Einstein.

5.2.3 Distribution de Fermi-Dirac
Si I'on fait m = 1 dans 'expression précédente, on obtient :

—_ep(=b) _ 1
"7 14 exp(—b;)  expb; +1

On exprime b; en fonction de la température absolue T et du potentiel chimique yx en
rappelant les définitions thermodynamique de ces quantités :

1 (ﬁ) & (8Hln2) et B _ as —k OHIn2
T oU /)y, . - U ) . T \ON U.... T ON Jy..

Or:

n m n m n
Hmn?2 = — Z G, z P, jlnP, ; = - Z G Z P, j(—jbi+1na;) = — Z Gi(Ina; — jb; P; ;)
1=1 =0

i=t ;=0 i=1
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soit, en remplacgant b; par son expression :
Hin2 ==Y "G,jP,;(A3 + Mes) = 3 Gilna, = —=(AsN + MU) — Y _ Gilna,

=1 i=1 i=1

On en déduit :

s '
= = =2 - t b= Be; —
Aq ¥aT Ié] A3 T Bu e Ble; — p)

Finalement : 1
T expBe, —p)+1

5.2.4 Distribution de Bose-Einstein

Dans ce cas, m = oo. Les séries au numérateur et au dénominateur convergent dans
le cas ou b; > 0, ce qui donne :

+ _ exp(=b;) + 2exp(—2b,) + - - - + mexp(—mb;)
"7 14 exp(—by) + exp(~2b,) + - - - + exp{—mb,)

1 z
2 2 -
l+z+1z +-~+1‘"‘=(1_I) et 42z +-~~-i-mz'"—(1_.r)2

il vient :
~ _  exp(=b) 1

T 1—exp(—b;) expb, —1

En reliant comme précédemment b, a la température T et au potentiel chimique p, on

trouve :
_ 1

N = exp[B(e; — p)] - 1

6 Conclusion

Rappelons les résultats qui nous semblent essentiels.

- L’entropie de Boltzmann et 1’entropie de Shannon représentent finalement le méme
concept exprimé dans des unités physiques différentes.

- La théorie de I'information de Shannon permet d'interpréter 'entropie d'un systéme

thermodynamique comme V'information objectivement manquante, du fait de 1’absence
de communication.

Vol 92 - Juin 1998 Entropie de Boltzmann, entropie de Shannon ...



154 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

- I est possible de déduire de la théorie de 'information les résultats importants de
la physique statistique : on cherche pour cela les conditions dans lesquelles 'entropie est
maximale, compte tenu des contraintes [10],/11]. C’est dire que la théorie de Shannon
offre un cadre trés général qui englobe celui de la physique statistique. Finalement, ce
cadre est riche et bien moins lourd que celui des ensembles canonique et grand-canonique
de Gibbs [6].

La relation entre entropie et information manquante joue un role essentiel dans la
résolution des problémes inverses, tels qu’ils se posent en théorie du signal et des images
[9]. 11 s’agit 13 de restituer objectivement une information-objet a partir d'une donnée-
image affectée par du bruit, connaissant au moins partiellement le processus de formation
de cette image. On utilise des méthodes de recherche du maximum de ’entropie définie
en théorie de 'information. Aussi, ce concept apparait-il a certains auteurs comme plus
fondamental encore que celui de I'énergie [12].
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