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Déterminisme et hasards

par Hubert GIE ) et Stéphane OLIVIER

RESUME

Faut-il opposer déterminisme et hasard ? Nous nous proposons de dégager les
traits communs a la mécanique classique, a la mécanique statistique et a la mécanique
guantique, susceptibles de constituer une définition du déterminisme, compatible avec
la part de hasard que comportent ces théories.

«Ce qui est hasard pour l'ignorant n'est pas nécessairement hasard pour le
savant...»1].

1. POSITION DU PROBLEME

Le déterminisme est un moteur essentiel de la pensée scientifique : le physicien
se penche sur le présent, a la recherche de lois qui gouvernent I'’évolution, dans le but
de prévoir I'avenir et éventuellement d'influer sur lui. Pendant plusieurs siecles, les
grandes découvertes de la physique se sont inscrites dans le cadre d'un déterminisme
«pur et dur» tel que Laplace le définit en quelques lignes [2] :

«Nous devons donc envisager I'état présent de I'Univers comme l'effet de son état
antérieur et comme la cause de celui qui va suivre. Une intelligence qui, pour un instant
donné, connaitrait toutes les forces dont la nature est animée et la situation respective
des étres qui la composent, si d'ailleurs elle était assez vaste pour soumettre ces idée:
a I'analyse, embrasserait dans la méme formule les mouvements des plus grands corp:s
de I'Univers et ceux du plus Iéger atomen ne serait incertain pour ellet I'avenir

comme le passé serait présent a ses yeux. L'esprit humain offre dans la perfection qu'il
a su donner a I'astronomie une faible esquisse de cette intelligence».

La vision de Laplace ne laisse pas de place pour I'imprévu : le présent commande
entierement 'avenir. Le hasard a I'inverse, correspond a une impossibilité de prévoir
une situation a venir avec certitude. On peut au mieux prévoir des possibilités
d’occurrence, mais sans jamais étre certain de ces occurrences : le hasard traduit une
incapacité a mettre en ceuvre la conception du déterminisme que nous propose

Laplace ; il apparait comme une manifestation de I'imprévu.
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Depuis I'époque de Laplace, la physique s’est enrichie de la mécanique statistique,
de la mécanique quantique et de la théorie du chaos en mécanique classique, théorie:
qui ont redonné ses lettres de noblesse au hasard, au point parfois de donner
'impression que le déterminisme était battu en bréche. Le titre du dernier ouvrage de
Prigogine, «La fin des certitudes» [3] est a cet égard éloquent. D’'aprés des travaux
récents [4], la dynamique du systéme solaire serait chaotique et donc imprévisible a
long terme, ce qui contredit le bel enthousiasme de Laplace qui faisait de I'astronomie
le laboratoire idéal du déterminisme !

Faut-il pour autant rejeter le déterminisme ? L'enjeu est important car ce rejet
affaiblit la position des sciences et le chemin serait alors bien court pour rejoindre les
philosophes relativistes qui ne veulent voir dans les théories scientifiquaa qu’
discours parmi d’autres

Notre propos est au contraire de dégager des caractéres communs de la mécaniqu
classique, de la mécanique statistique et de la mécanique quantique, susceptibles de
constituer une formulation unifiée du déterminismen contradictoire avec la part de
hasardapparaissant dans ces trois théories :

— en mécanique classique, une perturbation infime des conditions initiales peut
conduire & un changement considérable de I'évolution ultérieure, rendant toute
prévision impossible. Si on traite I'incertitude sur la position comme un élément de

hasard, I'’évolution temporelle de ce hasard est de nature déterministe ; en particulier,
un peu de hasard initial peut parfois conduire a beaucoup de hasard final ;

— en mécanique statistique, pour décrire de mamiereroscopiquein systeme a tres

grand nombre de degrés de liberté, on a recours a des probabilités, qui traduisent notre
incapacité a décrire complétement le systéme au niveau microscopique. La mécanique
statistique fournit toutefois les lois qui permettent de prévoir I'évolution des ces
probabilités : a cet égard il s’agit bien d’une théorie déterministe ;

— en meécanique quantique, le hasard intervient de maniere fondamentale dans la
définition-méme des états microscopiques ; le caractere probabiliste est dans la
nature-méme des choses : le monde est ainsi fait. Mais la encore, I'évolution temporelle
de la fonction rendant compte du caractére probabiliste est régie par une loi d’évolution
déterministe.

En résumé nous nous proposons de montrer que si le déterminisme n’exclut pas
le hasard, le hasard n’exclut pas non plus le déterminisme, mais se soumet a ses regles
ces deux concepts cheminent de pair
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2. EQUATION D’EVOLUTION DETERMINISTE
2.1. Equation-pilote

Qu'il s’agisse de mécanique classique, de mécanique statistique ou de mécanique
quantique, le systéme étudié est décrit par un ensemble de N fonctions du temps

X;(t) qu'on peut regrouper en un vecteur [X] ’¥ qui caractérise €tatdu systéme.
L'entier N appeléordre du systéme est quelconque. Les fonctiBi$) peuvent étre

des grandeurs physiques telles que des positions ou des quantités de mouvement el
mécanique classique, des probabilités en mécanique statistique ou des fonctions
permettant le calcul de probabilités en mécanique quantique.

L'évolution temporelle de I'état [X] obéit a une équation différentidliiepremier
ordre par rapport au tempde la forme :

d s
=R Y (1)

ou F est une fonction quelconque de [X] pouvant éventuellement dépendre explicite-
ment du temps. Lorsque F ne dépend pas explicitement du temps, on dit que le systéme
estautonome Lorsque F est un opérateur linéaire, représenté par une matrice [A], on
dit que le systéme ebhéaire.

Ainsi, si on se donne l'étdiX ] a linstant initial t =0, I'équation-pilote de
I'évolution permet de déterminer I'état [X(t)] du systéeme a I'instant t : nous adopterons
I'existence et la forme d’'une telle équation-pilote contéénition du déterminisme.

Cette présentation unifiée du déterminisme laisse néanmoins toute leur place aux
différences de fond entre ses différents domaines d’application, via la signification
physique différente des fonctioiXs(t) constituant I'état [X] du systeme, selon qu’on

se place en mécanique classique, en mécanique statistique ou en mécanique quantique
le choix crucial de ces fonctions est propre a chaque théorie

Le caractére déterministe de I'équation-pilote est particulierement frappant si on
se préoccupe de sa résolution. Une résolution explicite est rarement possible en dehors
du cas ou le systéme emfitonome et linéaireLorsqu’une résolution explicite n’est
pas possible, on a recours a des méthodes numériques donnant acces aux valeur
[X] de [X] a des instantg, successifs, choisis de telle sorte que letpas — t, soit
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treés inférieur au temps caractéristique d’évolution de [X]. En assimilant la dérivée
d[X]/dta un taux d’accroissement, on obtient un procedstération :

XT e+ 1 —[X] .
tk—_tk:F([X]k ) puis [X]y g =X+ FIXT 0 t) (=t (2)
+1
La possibilit¢ d'utiliser un processus itératif, c’est-a-dire de caldXpgy, ; a
partir de[X],, est ainsi la marque concréte du caractere déterministe de I'évolution, tel
gue nous l'avons défini.

2.2. Cas d'un systéme autonome et linéaire - Exposant de Lyapounov
Considérons un systentiaéaire et autonomet notons [A] la matrice, indépen-
dante du temps, associée a I'équation-pilote.

d[x] _
AT 3)

Dans toute la suite, nous supposerons pour simplifier que les N valeurs propres de
[A] sont distinctes. SoilC], un vecteur-propre de la matrice [A] pour la valeur propre

A, 1 [C], etA, sont indépendants du temps car la matrice [A] est indépendante du temps.
Alors [X], = exp (A1) [C], est solution de I'équation-pilote (3) :

[AI[X] =2 expA1) [C] = A [X],

d[X], d(exp(\1)
dt ~ dt

et [C], = A, exp(\ 1) [C], = A, [X],

d [X],
dt

de telle sorte que =[A] [X],

La linéarité du systéeme permet ensuite de construire la solution générale de
'équation-pilote sous la forme d'une combinaison linéaire de ces N solutions
particuliéres :

X®]=3 d exp(\ 1) [C], 4)
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ou lesd, sont des coefficients constants réels ou complexes. A l'instant t = 0, cette
relation se simplifie en :

[XO] = z dr [C]r

et la décomposition unique de I'éfit)] sur la base des vecteurs prof@ls détermine
de maniére unique les constantesLa matrice[L (t)] = [Lij(t)] avecLij(t) = éij exp (A;t)
permet alors de relier linéairement les éftg et [X(t)] :

[X(®1 = [LO] [X,l )

L'élément le plus important dans cette étude est le comportement asymptotique
pourt — +w :siA =a. +iB, désigne la valeur propre dont la partie réel|eest la
plus grande, on a alors :

[X(®)] = dy, exp(A 1) [C],, = dpyy €xp(at) exp(iByt) [Cl, (6)

Poura,, <0, [X(t)] tend vers zéro lorsque t tend vers l'infini, alors que pour
a,, >0, [X(t)] diverge. Ainsi, le nombrer, appeléexposant de Lyapounorggit le
comportement asymptotique du systéme. Nous rencontrerons les différents cas
a,<0,a,>0eta,=0dans la suite.

3. DETERMINISME ET HASARD EN MECANIQUE CLASSIQUE
3.1. Equation-pilote

Envisageons tout d'abord le cas d'un point matériel se déplacant dans un
référentiel galiléen, le long de 'axe Ox. Ce point est repéré par sa position x et sa
vitessex. Il est soumis a des forces qui peuvent étre non dissipatives (indépendantes

de x) ou dissipatives. Sitf(x,x,t) désigne la résultante de ces forces, la loi
fondamentale de la dynamique s’écrit :

mX=F(x, X, 1)
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Il s’agit d'une équation différentielle du deuxiéme ordre, n’entrant doncapas
priori dans le cadre de I'équation-pilote (1), mais on peut réécrire cette équation sous
la forme d’un systéme différentiel du premier ordre :

dx _ . . d) _F(x. %0
dat - Tdt T m
. O Fy=x 0
Avec[X] = et H[X], =5 on a alors d[X] = F([X et
[I ff(x X, t)D (X1, 1)
§<2 S:z I]

on obtient une structure determlnlste de la forme (1). Partant des lois de la mécanique,
une manipulation analogue permet plus généralement de se ramener a la structure
déterministe (1) pour un ensemble de q points matériels (Bve6q soit trois
parameétres de position et leurs trois dérivées premiéres pour chaque point) ou pour un
ensemble de g solides (avlc= 12q soit six paramétres de position dont trois angles,

et leurs six dérivées premiéres pour chaque solide).

Par exemple pour un oscillateur harmonique amorti & une dimension, on a
Flx,x,t)=—kx—fx=—=kX, —f X, et I'équation-pilote s’écrit :

DO 1 0

d[X] O 0
=[AIX avec [Al=0 , O

3~ ——0

om mpg

Pour ce systéme linéaire et autonome, le formalisme matriciel introduit au § 2.2.
permet de retrouver rapidement les résultats classiques. Ainsi les valeurs propres sont
solutions de I'équation caractéristique habituelle :

ERNNN- _
0

O 0=0 soit M?+fA+k=0 soit )\:_L+-\/_fz 4k

G_£ _l_}\D 2m m m

gm m g

et la solution générale est de la forme :
@0 @&,0
%‘Ez 5 Oexp(A,t) + 3 Oexp (A1)
U 10 20

soit x=a exp(\t) +aexp(A,t) ; X=b; exp(At) + b, exp(A,t)
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ou les constantes,aa, by, b, sont déterminées d'une part par les deux conditions
initiales x(t=0) et X(t=0) et d’autre part, par les contraintes=t\, a, et b=}, a,

dues au fait que gst la dérivée de x. Selon le signe du discriminant, ces racines sont
réelles négatives, ou complexes conjuguées a parties réelles négatives, de telle sorte
gue les exponentielles tendent vers zéro lorsque t tend vers l'infini : le mouvement
s’éteint. On peut représenter I'évolution de I'état du systéme desgyzalce des phases,

en tragant le lieu des points successifs obtenus en portant & chaque instant la position
X en abscisse et la vitessemxordonnée ; pour des amortissements faibles, la trajectoire
dans l'espace des phases est une spirale autour de l'origine O qui esintin
attracteur.

Dans le cas particulier d’un systéme non am@rtio), les valeurs propres sont
imaginaires pures, ce qui conduit a un régime sinusoidal ; ce régime étant périodique,
la trajectoire dans I'espace des phasedegriée: c’est une ellipse de centrdd

3.2 La part du hasard : comportement vis-a-vis d’'une perturbation des conditions
initiales

Dans le cadre de la mécanique classique, I'état [X] du systéme ne contient aucune
part de hasard, et I'évolution déterministe du systéme ne peut pas non plus en
introduire : en l'absence de hasard dans I'état injKg], il n’y a aucun hasard dans
'état [X] a linstant t. Mais en pratique, compte tenu de la précision limitée des
mesures, il n'est pas possible de connaitre parfaitement I'état initial. On peut décrire
I'indétermination suffX ] par une perturbation initialdX ] aléatoire. Une question

essentielle est alors I'évolutig®X ()] de cette perturbation. Il s’agit notamment de
savoir si le systéme évolue vers «plus de hasard» : si c’est le cas, on dira que le systéme
estsensible aux conditions initiales

Considérons donc une perturbat[éi] d'une solution [X]. Un développement de
Taylor d’ordre 1 de chacune des N équations scalaires contenues dans I'équation-pilote
s'écrit :

d(X;+3X) _dX d(3X))
dt TR

= F; (Xq +0Xq, Xy + 38Xy, ooy Xy + Xy, )

oF,
:Fi(xl'XZY'--!>(N!t)+z a_>(|16XJ
i
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En soustrayant les équations-pilotes non-perturbées :

dX; d (8X;) F

) . _ — ' 5x.
L= F (X1, Xy, .y Xy 1) ON Obtient e Z an 3X;
i

Ce qui s’écrit en définissant la matrice jacobiefie [3] = [0F/0X]]

d -
i [0X1 =[I13X] (7)

Ainsi, la perturbatiofidX] est solution d’'une équation-pilotEterministe On peut
dire de maniéere imagée qlemécanique classique laisse une place au hasard, mais
que ce hasard n’évolue pas au hasard

Dans le cas particulier ou I'équation-pilote est linéaire et autonome, c’est-a-dire
de la forme (3), la soustraction des équations perturbée et non-perturbée montre
immédiatement qu@dX(t)] est solution de la méme équation que [X(t)] c’est-a-dire
gue la matrice jacobienne [J] est confondue avec [A]. Les résultats (4), (5), (6) sont
donc directement utilisables pojX(t)]. En particulier la relation (6) devient :

[0X(1)] = d,, exp (A1) [Clyy, = dy, exp(a,t) exp(iB,t) [Cly, (8)

Ainsi, lorsque I'exposant de Lyapounov est positif, le hasard croit exponentielle-
ment en régime asymptotique : le systeme possedesemsibilité aux conditions
initiales.

Dans le cas d'un systéeme non-linéaire, la matrice jacobienne [J] dépend de la
valeur de I'état de référence [X(t)] au voisinage duquel on effectue la linéarisation et
elle ne dépend du temps que par I'intermédiaire de [X(t)].

Si I'état de référence edtationnaire, la matrice jacobienne ne dépend pas
explicitement du temps et I'équation (7) est donc linéaire et autonome. D’aprés les
résultats (4), (5), (6), le hasard croit lorsque I'exposant de Lyapounov est positif : le
systéme possede usensibilité aux conditions initiales

Tel n’est pas le cas pour 'oscillateur harmonique amorti dont I'exposant de Lyapounov
est strictement négatif : sur la figure 1, les deux trajectoires dans I'espace des phases issue
des deux points voising, (xy; = 1; %;; = 0) etE, (xg, = 1,1 ; %,=0) correspondant a
des conditions initiales voisines, se rapprochent indéfiniment au cours du temps, pour
finalement se rejoindre asymptotiguement au point attracteur O.

Déterminisme et hasards B.U.P. n° 798



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 1891

Figure 1 : Oscillateur harmonique amorti - S.CLks trajectoires issues des points voidiset E; se
rapprochent.

Inversement, un oscillateur harmonique amplifié 0) est sensible aux conditions
initiales : sur la figure 2, les deux trajectoires dans I'espace des phases issues des deu:
points VOISINSE, (Xg; =1 ; %, =0) etE, (xg,=1.2; %,=0) s’éloignent indéfiniment
au cours du temps.
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d
x A10

Figure 2 : Oscillateur harmonique amplifié - S.Clles trajectoires issues des points voidijset E)
s’éloignent.

Si I'état de référence n’est pas stationnaire, la matrice jacobienne dépend du temps
via [X(t)]. De ce fait, seule une résolution numérique est possible ; elle fournit une
relation linéaire de la forme (5) entre les fluctuations aux instants t et O :

[8X ()] = [L(B)] [8X] 9

La matrice [L(t)] permet de construirppur chaque état de référeng¥(t)] un
exposant de Lyapounov généralisé, imposant lorsqu’il est positif la propriété de
sensibilité aux conditions initiales (cf. [6]).
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3.3. Un exemple : l'oscillateur de Van der Pool

Considérons par exemple I'oscillateur de Van der Pool, oscillateur unidimension-
nel non-linéaire pour lequel avec un temps adimensionné, I'équation du mouvement
s'écrit :

X=(e=x)x+x=0

De maniére imagée, on peut dire que c’est un oscillateur harmonique soumis en
plus de la force élastique, a une forc& proportionnelle a la vitesse, mais dont le

coefficient de proportionnalité= x2 —¢ dépend de x : pouxr|> € on af > 0 et la force
est la cause d’'un amortissement ; piik €, on af < 0 et la force est déstabilisatrice.

Soit sous la forme d’une structure déterministe (1) a¢eex etX,=x:

] X O O X, g

B x4 XH 3%+ (e~ X)) X,

dix] _ _thO
s F(X],t) avec F(X],t)= SEzEF

La matrice jacobienne s’écrit immédiatement :
_BF;/0X, 0F/0X,0 [ 0 1 O

1= =0 O
DF/0X, OFy/0X,0 1 (1+2X, X,) £-X20

Un état stationnaire du systéme correspoXd étX, constants ; maix, constant
impose>'<1 =X,=0 etiil = Xz =0 soit :

X,=0 et —x1+§—xfgx2:o soit X,()=0 et X,(t)=0

L'évolution d’une petite perturbatiobX , de cet état de référence stationnaire est
guidée, tant qu’on reste trés proche de cet état de référence, par la matrice jacobienne
correspondante :

00 10
M=o, .0
o -0
dont les valeurs propressont solutions de :
O-A 1 0O

O 0=0 soit A2—gA+1=0
1 e-Ag

Pour0<e<2, le discriminantA = €2 — 4 est négatif ; les racines sont complexes
conjuguées et leur partie réelle commung=¢/2> 0 est I'exposant de Lyapounov
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cherché : une petite perturbation initiale de I'état stationn@gite= [0] diverge en
régime asymptotique et cet état de référence est sensible aux conditions initiales.

On constate expérimentalement que le régime tend asymptotiquement vers un
régime périodique, caractérisé par eyctle limitedans le plan de phases By est

I'abscisse eX, I'ordonnée : par exemple sur la figure 3, les deux trajectoires issues
des points; (xg; = 0,5; Xg; = 0) €tE, (X5, = 5 ; %y, = 0) tendent asymptotiquement vers
le méme cycle limite.

Figure 3 : Oscillateur de Van der Pool - Cycle Limitees trajectoires issues des poiltgetEy éloignés
tendent asymptotiguement vers le méme cycle limite.
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L'existence de ce cycle peut se comprendre intuitivement en remarquant qu’un
comportement périodique impose au travail de la force proportionnelle a la vitesse
d’étre nul sur une période : le cycle est I'unique trajectoire de I'espace des phases
assurant cette propriété ; cela est possible si la force est tantdt rédggtriel tantdt
motrice (|x|<¢€), ce qui impose au cycle de couper les drokest . L'étude des
perturbations de ce cycle limite releve de méthodes numériques, mais on peut prévoir
gue son exposant de Lyapounov doit étre négatif ou nul puisque le cyateasteur.

Notons que I'existence de ce cycle limite montre que «globalement» I'oscillateur
de Van der Pool fait disparaitre toute trace de perturbation sur les conditions initiales :

Figure 4 : Oscillateur de Van der Pool - S.Clles trajectoires issues des poitfg et E, s’éloignent
d’'abord, puis se rapprochent.
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les deux trajectoires représentées sur la figure 3 issues de [ppetts, trés éloignés,
évoluent vers le cycle limite. On voit 1a les limites de Il'analyse linéaire des
perturbations : I'état stationnaif] =[0] a un exposant de Lyapounov positif, mais

le comportement explosif proportionnedxp (a,.t) ne décrit pas correctement la réalité

car on s’éloigne trop de I'état de référence pour que la linéarisation reste valable ; par
exemple sur la figure 4, les deux trajectoires issues des points voisins
E; (Xg1= 0, 10 ;xg; = 0) etE, (Xp,= 0, 15 ;x, = 0) s’éloignent(a,, > 0) puis se rappro-
chent(a,, <0) avant de se rejoindre pour atteindre le cycle limite. Alors que pour un
systéme linéaire autonome, I'exposant de Lyapounov est indépendant de l'état de
référence, pour un systéme non-linéaire, il en dépend. En définitive, dans le cas général,
il est indispensable d’avoir une visigiobalede la sensibilité aux conditions initiales,

c'est-a-dire de déterminer I'exposant de Lyapounov pour de nombreux états de
référence.

3.4. Un autre aspect du hasard : le chaos

Pour un systéme sensible aux conditions initiales, on peut s’intéresser a la
régularité temporelle des solutions [X(t)]. Lorsqu’aucune régularité n’existe, on dit
gu’un systéme esthaotique; il semble alors évoluer «au hasard» alors qu'il est régi
par une équation déterministe : on parlectaos déterministel’étude de cet aspect
du hasard, qui s’intéresse aaarrélations entre les étatsuccessifdu systéme, ne
rentre pas dans le cadre que nous nous sommes fixé : nous n’étudierons que I'évolution
déterministe d’'un hasaiditial (cf. § 3.2).

Notons toutefois que, dans le cas d’'un systéme linéaire et autonome, la solution
[X(t)] est donnée explicitement par la relation (4) et qu’en régime asymptotique, elle
varie proportionnellement axp(a.,t) ot o, est I'exposant de Lyapounov. Lorsque

a,, est positif, le systeme est sensible aux conditions initialeqd&t)] diverge
proportionnellement &xp (a,,t), mais le systéme n’est pas chaotique pour autant car
le comportement temporel @&X (t)] est «régulier» ; ainsla sensibilité aux conditions
initiales n’est pas une condition suffisante pour que le chaos appar&ssealité, le

chaos n’est possible que s'il existe une trajectoire [X(t)] dans I'espace des pffases

de type attracteur, mais dont les propriétés topologiques tres différentes de celles d’'un
cycle limite (cf. 8 3.3.) en font uattracteur étrangeUne telle situation n’est, en fait,
possible que pour un systemen-linéaireet d’ordreN = 3 (cf. [6], [7], [8], [9]).
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4. DETERMINISME ET HASARD EN MECANIQUE STATISTIQUE [10]

4.1. Position du probléme

La mécanique statistique a pour objet I'étude de systémes dont un état macrosco-
pique, seul accessible a I'expérimentat@uest constitué d’'un grand nombre d'états
microscopiques non accessibles, dont la nature profonde est quéitique

La mécanique statistique se donne pour but d’accéder au comportement macrosco-
pique des systéemes a partir d’hypothéses trés larges au niveau microsapitate e
probabiliste, sans chercher a utiliser de modeéles microscopiques prénisela, elle
se distingue dethéories cinétiquegui, telle la théorie cinétique des gaz, reposent sur
des hypothéses simplificatrices concernant les molécules et leurs interactions ; la
mécanique statistique compense l'ignorance que nous avons du comportement
microscopique par des hypothégesbabilistestrés générales.

Dans toute la suite, nous nous limiterons a I'étude d’'un systéme macroscopique
fermé et isolé : son énergie E est constante, a des fluctuations statiSEques, avec
|BE/E]|<< 1 et nous admettrons la possibilité de passer de tout état microscopique (i)
a tout autre état microscopique (j). Plus précisément, le systéme étant dans I'état (i) a
'instant t, la probabilité pour qu’il passe de I'état (i) a I'état (j) entre les instants t et
t + dt est supposée de la forme :

p %i)t - (j)t+d%: gidt avec g indépendant du temps et strictement positif (10)

Ce sont précisément les fluctuations d’énerdfie qui rendent possibles ces
transitions.

Nous supposerons en outradaersibilité microscopiqueu systeme, c’est-a-dire
gue le processus de transition> j entre les instants t et+ dt et le processus de
transitionj — i entre les instantst — dtet—t ont la méme probabilité, soit :

g (t+dt-9= g; (-t—(-t-df)) soit ajidt: aijdt puis 3 = g (12)

4.2. Mise en place de I'équation-pilote

Un état macroscopique est constitué a chaque instant t d'un mélange statistique
des états microscopiques (i) avec des probabi{pe) ; 1<i< N}. Pour étre dans

I'état (i) a l'instantt + dt :
— le systéeme peut étre dans I'é(pt i) a I'instant t avec une probabilim’;(t), puis
transiter vers I'état (i) avec une probabilité conditionneljet ; la probabilité du
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processus complet vaut dop](I) g;dt; pour deux valeurs différentes de j, les processus

d’évolution vers l'état (i) sont incompatibles, de telle sorte que la probabilité d’étre
dans un état(j#i) a linstant t et dans I'état (i) a linstant+dt s’écrit

z_ B & dt;
Ik
— le systéme peut aussi étre dans I'état (i) a I'instant t avec une probgltlitépuis
ne transiter vers aucun des états (j), avec une probabilité conditiomneze g dt;
i

la probabilité d’étre dans I'état (i) a I'instant t et d'y rester a I'instandit s'écrit alors

POH-S add.
0 171 0

En définitive, la probabilité d’étre dans I'état (i) a I'instant t résulte de ces deux
processus incompatibles et vaut :

pit+d)=3 p (1) g dt+p O Ei— S a dtg
j#i O iz 0

En posant g =-y g (12)
j#i
I’équation d’évolution devient :

N

p;(t + dt) —p;(t) = dt z g pj(t)
=1

avec par construction

™M =z
=
1
o

1]
[y

En divisant par dt et en faisant tendre dt vers zéro, on obtient I'équation pilote
guidant I'évolution des probabilités;(t) qui décrivent I'état macroscopique

[P(O] = [p(D)] :

dP] _

S EIALPL avec B = [ay] (13)
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Nous avons donc obtenu une équation d’évolution de I'état macroscopique [P]
décrit par les probabilités,(p de la forme (1) c’est-a-dirdéterministe : le hasard
initial commande les hasards futurs

4.3. Evolution du systéme

Plus précisément, I'équation-pilote est du type (3) c’est-a-tiiréaire et
autonome: nous pouvons donc utiliser les résultats (4), (5) et (6) et pour cela il faut
avant tout rechercher les valeurs propres de la matrice [A]. L'hypothése de réversibilité
microscopique nous a conduits a I'équation (11) qui permet d’affirmer que la matrice
[A] est symétriquede telle sorte que ses valeurs propres sont nécessairement réelles.
En outre les regles générales du calcul des probabilités nous ont conduits a la relation
(12) qui va jouer un role essentf@l

. 7 . _ 2 _

Considérons la forme quadrathue—\rzi zj g (p—p)° Avec p—p=0 et
g; > 0 pour izj, on aimmédiatement ¥ 0. Puis :

= 2 + 2 = 2 0 2 e DD

Y=Y Y A mngEYy M) agty Ay ag2) Y ann
i gl Oi i

i i O i

En utilisant les relations (11) et (12) on voit que les deux premiers termes sont
nuls et il reste :

Y=-23 2 3PR (14)
]

Pour un vecteur propre [P] de valeur praprdonc tel quez 3 P =Ap;, la forme
]

guadratique Y peut encore se transformer en :

Y=—22 pig Qj ij=—Zz pi()\ p|):_2)\z pl2
Oi i ‘

i O

Avec z pi2> 0 et Y=0 on a nécessairement< 0 : les valeurs propres de [A]
I

sont donc réelles, négatives ou nulles.
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Examinons plus en détail le cas d'une valeur propre nulle. Ave©, on a
Y =0 et, en revenant a la définition de Y :

> 2 ei-p=0
"

Avecp, =p, eta; >0 pouri#j, il vient :
a (B —-p)?=0 Oj Oi#j puis p=p (15)

Ainsi A = 0 est bien valeur propre de [A] ; le sous-espace propre correspondant est
de dimension 1 et contient un seul vecteur-propre satisfaisant aux congjtodet

z p; =1, le vecteur tel que; = /N [i.
[

En définitive, toutes les valeurs propres sont négatives sauf la valeur propre
A =0: I'exposant de Lyapounov du probléme est depc 0 et la formule (4) montre

que I'état macroscopique d’'un systeme fermé et isolé tend vers un état d’équilibre
décrit par I'équiprobabilité des états microscopiquasous retrouvons ici 'ensemble
microcanoniquetel qu’il est défini en mécanique statistique. Il est remarquable qu’'on
tende vers le méme état d’équilibre quel que soit I'état initeabystéme est totalement
insensible aux conditions initiales.

Notons que ces résultats trés puissants ont été obtenus comme conséquence
d’hypothéses trés générales contenues dans les propriétés de la matrice [A] ; il ne sont
pas soumis a la connaissance explicite des coeffimﬁ)nﬁn revanche la connaissance

de ces coefficients permettrait de définir un temps de relaxation du systéme
T=1/|]A,| oA, est la plus grande valeur propren nulle

4.4, Théoréme H de Boltzmann

Soit H:—z p,Inp, avec z p=1

Calculons H=dH/dt=— z p, Inp— z P
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En dérivantz p, =1, on obtient :
|

zpi:o puis H:—z P Inp;
i i

En exprimanp, = z a; b avec I’équation pilote de I'évolution, il vient :
i

f=-y mp 5 anl-y ¥ anie (1)
i ai ad b

D'autre part, avegA g =0,0na:
|

> Y aminp=) pinp gy 870
i i Qi

g

Soit en ajoutant membre a membre a la relation (16) :

H :_Z Z 3 %mj —piEIn P, a7
[ J

En permutant les indices i et j et en exploitant la symétrie de la matrice [A], on
obtient :

H=—Z > gk-pinp=-3 5 a®E-p)np (18)
[

i
Ou encore en prenant la somme de (17) et (18) :
2H=S Y & (p-p) (np-Inp) (19)
i
ou avecp; —p; =0, la somme peut se limiter aux ternieg. Le logarithme étant une
fonction croissante(p; —pj) (Inp;—In pj) est positif. Avec en outra; >0 pouri #j, il
vient finalement :
dH/dt= 0 (20)

ou I'inégalité est en réalité stricte, sauf si on a atteint I'état d’équilibre ou toutes les
probabilités sont alors égales. Ainsi, I'évolution du systéme s’accompagne d’une
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croissance stricte de la fonction H. En introduisant la constante de BoltzZkgann
commeétalon d’entropie on construit ainsi une fonction entropie S :

S=—sz p, In p; (21)

qui vérifie dS/dt= 0 pour un systéme fermé et isolé. On établit ainsddexiéme
principe de la thermodynamiqué I'équilibre, on ap,= /N [i ; I'entropie s'écrit
alors :

_ In(/N) _, NInN _ . __
S——sz N CKe Ty Soit S=kginN
I

et nous obtenons la formule de Boltzmann.

L'irréversibilité macroscopique du processus d’évolution est une manifestation
forte du déterminisme associé a la structure de I'équation-pilote. En revanche, I'idée
qui sous-tend I'hypothése de réversibilité microscopique est plutdt celle d'un hasard
suffisant pour que le comportement ne soit pas biaisé. Il serait donc assez naturel a
premiére vue d’opposer l'irréversibilité macroscopique a la réversibilité microscopi-
gue ; bien au contraire nous avons montré qu’elle en est la conséquence deecte :
hasard et le déterminisme cheminent de pair.

5. DETERMINISME ET HASARD EN MECANIQUE QUANTIQUE
5.1. Equation pilote de I'évolution

Un état quantique est décrit par une fonction d’omdesusceptible d’'étre
décomposée sur une bapjed’états de référence. Le choix de ces états de référence

n'est pas unique et doit s’accorder a I'étude physique envisagée : il releve de «l'art du
physicien$®).

Lorsque le systeme est décrit par la fonctjpdécrivant I'étatp, il a une certaine
probabilité d'«étre» dans chacun des éwI,qtet la probabilité pour qu’il soit dans I'état

W, vauf® :

p=lgf=¢c’ (22)
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L'état quantiquap peut étre défini par 'ensemble dqsque nous noterons [C] :

le hasard fait donc partie intégrante de I'état quantique ; il est intrinséque a cet état et
le définit via [C].Le hasard est ici incontournable ; il est présent au plus profond du
systéme, un peu comme un virus en informatique...

On postule ensuite I'équation d’évolution de [C] ditguation de Schrédinger

dc
d[C] =[Al[C] soit d—?:z a1 G 23)

k

ou la matrice [A] peut dépendre du temps. L'équation de Schrédinger est donc une
structure déterministe linéaire. Dans la suite, nous supposerons pour simplifier que [A]
est indépendante du temps, de telle sorte que I'équation de Schrédinger soit autonome
(cf. §2.2).

Il est important de noter que, si I'équation-pilote est bien de méme nature que celle
de la mécanique statistique, en revanche elle ne s’applique pas ici directement aux
probabilités mais a la représentation [C] de I'état du systéeme. Soulignons aussi que la
détermination des coeﬁicienagr de [A] reléve bien entendu de I'analyse physique du

systéme : on ne connait pas de régle générale.
Examinons I'évolution temporelle des probablllp]as C cE|

]
dpJ_Cdc- dq_

at - %7at T9 ar ngkc 5%”‘@

Soit finalement : z ak C G 04 3]k (24)

Comme en mécanique statistique, les lois générales des probabilités imposent a la
matrice [A] certaines propriétés. Le systéme devant nécessairement se trouver dans un
des étatspj ,ona:

dn

E =0 (25)

z p=1 et en dérivant z
j j
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Soit d'aprés (24) :

Y Y geog+acge/=0 Og Oo
K

En regroupant les termes identiques, il vient :

0 nf ; 0
> > (Be+ag)a =0 Og Og soit g +g;=0 Og Og
j k

Donc[A]“= — [A]! c’est-a-dire que la matrice [A] eanti-hermitienne On préfére
alors définir I'opérateuhamiltonien[H] =it [A], ouh =h/2m est la constante de

Planck réduite eth=6,62.1034J.s la constante de Planck. Les coefficients du
hamiltonien sont donc homogénes a une énergie et I'équation-pilote de I'évolution
s'écrit :

o = H[C] (26)

dc] _ 1
dt i

AvecH; =ih g ona:

HjDk= -i)h aﬁ=(—i)h (—3g)=ih a;=Hy
de telle sorte que le hamiltonien [H] éstrmitien Ses valeurs proprég sont donc
réelles, homogénes a des énergies, et nous notd@psles vecteurs propres
correspondants.

Pour cette structure déterministe, linéaire et autonome, nous pouvons utiliser
directement le résultat (4) en remarquant que [A] et [H] ont les mémes vecteurs-

propres, et que les valeurs propres de [A] sont égales & /ih =—iE/h

[COI=Y dexpM)ICl=F d exp(-iErn)IC], (27)

Soit une solution particuliere expi Et/h ) [C], associée a un vecteur propre du
hamiltonien. Alors, toutes les composante() e cet état sont proportionnelles a
exp(—iEt/h ) de telle sorte que la probabiliu?:pcj ch d’étre dans I'étallpj est
proportionnelle &xp(—i Et/h ) exp(+i Et/h ) c'est-a-direindépendante du temps
on dit queles états propres du hamiltonien sont des états stationnaires.
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5.2. Cas d'un systéeme a deux états
Considérons par exemple la molécule d’ammorhit, dont la structure est

pyramidale. En se restreignant a considérer seulement la position du noyau d’azote par
rapport au plan des trois noyaux d’hydrogéne, il existe deux états possibles, qui se
distinguent par I'orientation de leur moment dipolaire électriguéct. figure 5).

N

[ ]

' état (2)

L

H.’““T“"::.H H.---------::.H
ey ¥ H
fu

état (1 ®

0 .

Figure 5

On adopte de fagon naturelle ces états comme états de réf¢restap, . |l reste
a construire la matrice [H] en remarquant que :

— [H] est hermitienne, dond,; etH,, sont réeIsH?f Hyp s

— les deux états s’échangeant par une simple symétrie(7) par rapport au plan, la
matrice [H] doit étre inchangée par la permutation des indices 1 et 2, de telle sorte
gu’on doit avoirH,; = H,, et H;,=H,;. Donc HY, =H,, (matrice hermitienne) et
H,, =H,, (matrice symétrique), de telle sorte que finalemef=H,, : tous les
coefficients de [H] sont réels. En poséit, = H,, = - AetH,; =H,,=E,, on obtient :

OE, —AD
Hl=0 A g O
o~ =00

Les valeurs propres de [H] sont solutions de :

(E,-A —A O . > 2 .
0O A E )\D:O soit (Ej—A)°—A“=0 puis A=EF+A
o~ 070
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En poursuivant la recherche des vecteurs propres et en s’appuyant sur la relation
(27), on obtient (cf. [11]) I'expression des composantes de [C(1)] :

0cy(t) =b expO-i(Ey— A) t/h O+ aexpFi(E,+ A) /h O
El() O ( ) o g Eo*A) O

t)=—bexpl-i(E,— A)t/h O+ aexpFi(E,+A)t/h O
=20 O Eo=A) O O Eo+A) O

ou a et b sont deux nombres complexes déterminés par les conditions initiales. Par
exemple, si initialement le systéme est dans I'gtaion ac,(0) = 1 etc,(0) = 0, ce qui
conduit da=b=1/2. Dans ce cas les expressions se simplifient en :

(&, (t) = exp (- i Egt/h ) cos(At/h )

Te,(t) = exp(= i Eg/h ) sin(At/h )

D’ou les probabilités d’étre dans I'étéat ou dans I'étatp, :
p,(t) = cog (At/h ) et pyt) = sir? (At/h )

et on vérifie quep,(t) + py(t) = 1.

LorsqueA =0, on ap,(t)=1 & tout instant : ceci se comprend bien car dans ce cas,
I'état Y, est un vecteur propre du hamiltonien, d'énergig et donc un état
stationnaire Il en est de méme pour 'étyi, avec d’ailleurs la méme énergig. Dans
ce cas, quelles que soient les conditions initiales, les probakilit§set p,(t) sont
indépendantes du temps.

LorsqueA # 0, les états propres correspondent a des énefgies\. Cettelevée

de la dégénérescenen énergie des états propres du hamiltonien est directement liée
au terme de couplage Aclest un effet purement quantique, incompréhensible en
mécanique classiqué&n remarquant qu’'une des énergigst A est inférieure &,

on voit que le couplage stabilise I'état fondamental du systéme. Cette propriété joue
un rble essentiel dans la compréhension de la liaison chimique entre deux atomes.

Il est remarquable en outre que les probabilités soient des fonctions oscillantes du
temps : cehasard oscillantest trés différent dihasard irréversibleobtenu en
mécanique statistique : alors que dans un cas les probabilités tendent vers une valeul
limite en respectant la monotonie de la fonction H de Boltzmann, dans l'autre cas les
probabilités sont périodiques. Cette différence de comportement est liée a la
signification de I'état [C], différente dans les deux cas : les probabilités mesurant le
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hasard sont directement les composantes de [C] en mécanique statistique, alors que ce
sont des formes quadratiques des composantes de [C] en mécanique quantique.

On retrouve d’autre part la relation de Bohr entre la fréquence :

v =2A/2mth =2A/h
des fonctionspj(t) et I'écart énergétique :
AE = (Ey+ A) — (Eg— A) = 2A

entre les deux états propres du hamiltonien :

AE=hv

Expérimentalement, les vibrations de la molécule associées aux oscillations des
probabilitéspj(t) permettent I'absorption et I'émission d’'un rayonnement électroma-
gnétique de fréquence v. Dans le cas de la molécule d’ammoniac, il s’agit d’'un
rayonnement de longueur d’onlle 1,25 cm(domaine des micro-ondes), de fréquence
v = ¢/ =24 GHz ce qui correspond & une différence d’énefies 107 % eV.

Dans le cadre que nous nous sommes fixé, les probabj{'mésnnt nécessairement
oscillantes, car les valeurs propres du hamiltonien sont réelles, et donc les valeurs
propres de [A] sont imaginaires puf8sNotons toutefois, que tout cela est di a la
contrainte (25) qui impose le caractére hermitien de [H]. Examinons le cas d'un
hamiltonien a priori quelconque, dont les valeurs propres ne sont donc pas nécessaire-
ment réelles. Pour un systéeme a deux états, on peut noter ces valeurs propres

AN =a +ip et \” =a” +iB". En supposant pour simplifier que les vecteurs propres
correspondants sont les vecteyrst |, et en suivant la méme démarche que pour la
moléculeN H; avec la condition initiale,(0) = 1, on obtient aisément [C(t)] puis les

probabilitésp, (t) = ¢, ¢ et p,(t) = ¢, ¢5 pour la condition initiale,(0) = 1
O 1 L, 1 S w y iaw
Dcl(t)=§expEL|(0( +iB’) /1 B+§expEL|(a +ip )t/hH
0 1 . o 1 o

Btz(t)‘_EeXpH" (o’ +ip) t/n H+§epo-|(a +iB”) t/h B

B pl(t)——EexpE-l-l(a +ip’) /1 E+exp[+|(u +iB")t/h %E@xp[ﬂ(a —ip)t/n D+expBH(u —ip")t/h %

oog

Eb(t)—ZELexpEkl(u +ip’) t/h D+exp[~kl(a +ip”) t/h %BGXPBI(G —ip)vh D+expBH(u —ip”)t/h

g8
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Puis :

B)l(t) = % Eexp(ZB’t/h )+exp(2p't/h)+2 expEB’ +B")t/n HcosHa" —a’)Vh %
g 1 ’ ., , . . ,
sz(t) =7 Eexp(ZB t/h)+exp(2B't/h)-2 expﬁﬁ +B”) t/h HCOSHG —o’)h %

Les probabilités obtenues doivent rester bornées, ce qui iBpsseetp” < 0,
Les probabilités sont alonsseudo-oscillantesL’élément le plus intéressant dans le
cadre de notre exposé est la valeur de la somme des probabilités :

i) + (1) =5 [BXP (2B UM ) + exp(2B"t /0 )]

Ainsi, la somme des probabilités est inférieure a 1 ce qui signifie qu'une part de
I'avenir du systéme n’est pas décrite par les deux @iats s, : nous retrouvons ici

le fait que le caractére non-hermitien est incompatible avec la conservation de la
probabilité totale (25).

De plus, la probabilitg,(t) + p,(t) d’étre dans I'un des deux étalig ou s, diminue
exponentiellement, sans osciller. On pense alors naturellement a la description d’'une
particule susceptible de se désintégrer.

Le cas particuliey’ =0, B =-h /2 avecl >0, convient par exemple pour
décrire le comportement du méson neutre K (cf. [12]). Les digls) et ,(K)
décrivent des antiparticules qui different par leur nombre quantique S (étrangeté) :
S=+1 pour le K etS=-1 pour leK. Une interaction faible, qui ne conserve pas
I'étrangeté, permet a ces particules de se transformer I'une en l'autre. Le modéle
ci-dessus fournit alors, pour un état initial K, les probabilfig$) (respectivement

p,(t)) d’'observer un K (respectivement ¥ a l'instant t :

B)l(t) = % E +exp(=Tt)+ 2 exp(-rt/2) COSHGH —o’)tVh %

O
1
1, L - vy
Bbz(t) 4EL exp(-Tt)—2exp(-Tt/2) cosHa o) t/h %
Les termes exponentiels traduisent une désintégration de constante de temps
1= 1/T = 10" 105, Ainsi, le kaon évolue a la fois en changeant d’idenkté{ K) et

en se désintégranp,(+ p, < 1) : la physique rejoint ici la fiction et prévoit I'espérance
de vie d’'une sorte de «Doctor Jekyll» et «Mister Hyde».
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NOTES

(1)
(2)

3
(4)

()

Pour plus de détails sur le comportement des oscillateurs dans I'espace des phases
voir [5].

L'état macroscopique d’'un gaz est par exemple décrit par la température et la
pression.

Ici, ce sont en fait les états propres de I'opérateur hamiltonien [H] (cf. § 5.1.).
On peut vérifier aisément (cf. [10]) que, compte tenu de la relation (12), I'équation
pilote impose la propriéti dp/dt=0 cette propriété est indispensable car on

i

I'obtient en dérivant la condition de normalisati@ pi(t) =1 qui doit étre
i

valable a tout instant.

La physique «préquantique» peut s’avérer utile : par exemple dans 'étude de la
molécule de benzeéne, il convient d’identifier les deux états de réféqgnee

g, aux deux «formules» de Kékulé.
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(6)

(7)

(8)

(9)
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Le postulat concernant la mesure en mécanique quantique impose plus précisé-
ment le choix des états de référenu}e:omme états propres de l'opérateur [M]
associé a la grandeur mesurée. Il faudrait dire, de maniére plus précise ici, que la
probabilitépj est la probabilité que la mesure donne la valeur propde [M] ;

c'est en ce sens qu'il faut comprendre Quest la probabilité d'«étre» dans I'état

v,
Cette symétrie serait brisée en présence d’un champ électrique extérieur, du fait
que les moments dipolaires électriqygset 1, sont opposeés.

Une situation analogue en mécanique classique serait celle d'un oscillateur
harmonique spatial non amorbn isotrope: I'état du systéme serait alors la
superposition de trois oscillations de fréquences différentes. En mécanique
quantique, un nouvel effet s'ajoute car les probabilités sont des fonctions
quadratiques de la fonction d’état : il y a alors un effet de mélange des fréquences
décrit par la formule de Bolw =E” — E’ soitv =v” —Vv’. Cet effet est familier

en électronique des circuits non linéaires et utilisé par exemple pour la mesure
d’'un faible écart de fréquences di a I'effet Doppler.

On retrouve bien sir le cas de la moléctlel; en prenantp’ =" =0,
o’ =Ey,—Aeta” =E,+A.

Déterminisme et hasards B.U.P. n° 798



