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EXEMPLES D’IDENTIFICATION 

DE SYSTEMES LINEAIRES 

Michel KBOB, IPEST 

Dans ce document. nous nous proposons d’identifier 10 fonction de transfert 

d’un système linéaire et invariant dam le temps (LIT) selon deux méthodes 

différentes : la première utilise la réponse impulsionnelle du système LIT, 

la seconde. sa réponse à un échelon, c’est à dire sa réponse indicielle. Plus 

précisément. nous allons tirer partie des relations qui lient la fonction de t ras- 

fert du système à la transformée de Fourier de sa réponse impulsionnelle. et à 
la transformée de Fourier de sa réponse indicielle. Les systèmes LIT que nous 

avons choisis d’étudier. sont d’une part un filtre passebas du premier ordre. et 

d‘autre part un filtre passe-bande du vxond ordre. 

1. Position du problème 

Considérons un système. noté S. linéaire et invariant dans le temps 161. Ay 

pelons s(t) son entrée et y(t) sa sortie. Alors. il existe une fonction h(.). appelée 
réponse impulsionnelle du système S. telle que 10 relation entréewrtie de S soit 

la suivante : 

Y(/) = I+X h(O)s(f - O)r/0 
x 

En prenant la transformée de Fourier de cette relation de conwlution. il vient : 

Y(jw) = ff(ju*)X(jw) 

o<l X(]v). Y(jw) et H(jw) désignent respectivement les transfurmée~ de Funriel 

de s(t). y(l) et h(t) ; la fonction H(ju-) appelée clossiqwment fonction de tram- 

fert du système S. est donc définie par : 

ix ff(jw) = 
J 

h(t)exp( -@)r/f 
x 

où la pulsation u’ est reliée à la fréquence f par w = 2rrf. 

Dans cet article. nous nous proposons d’identifier la fonction de transfert 

H(jw) de systèmes LIT à l’aide de lenr réponse impulsionnelle et indicielle. 

Tout d‘abord. précisons que les systèmes sur lesquels nous alluns travailler, 

sont physiquement réalisables. c’est à dire que y(.) à un imtant f ne ptwt pas 

dépendre de z(.) à des instants postérieurs à t : ainsi /l(t) = 0 pour f < 0. 

Si l’on suppose de plus que s(I) = 0 pour t < 0, la relatim entréewrtie SC 

simplifie en : 

y(t) = f h(O)s(f ~ B)d0 
0 

Précisons les deux manières que nous allons utiliser pour identifier ff (jw) : 
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1. La réponse impulsimnelle h(f) est obtenue à la sortie du sg.stème S en 

l’excitant par la distribution de Dirac z(f) = h(f) ; il suf?ït d’en calculer 
la transformée de Fourier (notée désormais TF) pour ubtenir U(jw) : 

H (JUI) = TF‘(réponse impulsiom~elle) (1.1) 

2. En excitant le système par l’échelon d’Heaviside z(t) = u(t) d&ni par 

u(f) = 0 pour f < 0 et u(f) = 1 pour f 2 0 nuus ubten”ns pour f 2 0 : 

Y(f) = ,A’ WWQ 

La réponse indicielle est donc l’intégrale de la réponse imp~dsiunnelle. 

Si y(+m) = H(0) = 0. cette relation se traduit dans le domaine des 
fréquences par : 

Y(jw) = hH(jw) 

Sons cette condition. lïdentificntiun pourra alun se faire par : 

ff(ju,) = Jw ‘f-E’(réponse indicielle) (1.2) 

Les relatiuns (1.1) et (1.2) induisent deux moyens thkriqnen d’identifier If (JW). 

Expérimentalement nous procéderons selon le protocole suivant : 

l excitation du système par l’entrée z(f) appropriée (Dirac UII échekm) 

l échantillonnage régulier de la sortie y(f) à la pkiude 7; et acquisitiun de 
nr échantillons {y(fp)}g o, ,,v , SUI calculateur. 

l estimation sur calculateur de la TF  de y(f) à partir de ses Gchantillun~ et 

utilisation des relations (1.1) ou (1.2) selon l’entrée utilkée. 

Des problèmes expérimentaux vont alors se puser : 

l Comment utiliser (1.1) alors que la distrilutiun de Dirac h(f) e?t physique- 

ment irréalisable ? 

l Sur quelle durée otxmver y(f) ct à quelle fréquence I‘échantillumer sachant 

que y(f) est un signal transitoire à snppurt spectral non borné ‘I 

l Cmunent faire pour estimer au mieux la TF  de la sortie dl1 vntème 7 

Pour l’instant. indiquons simplement que pour estimer la TF  de !y(f). now ~VIF 
servirons de la transformée de Fourier discrète 121 (notée désormais TFD) de la 

séquence des N échantillons {~(tr)}~ ,, ,N ,: cette TFD. notée p(.). est d8iinie 

pour les A’ pulsations e. 71 = 0. .., A - 1. par : 

(1.3) 

et présente la symétie hennitienne suivante F(J~) = Y* en raisun 

du caractère réel des signaux y(l) étudiés. 

Enfin. le matériel utilisé est le suivant : wcilloçcope IIP54603lJ. modllle de 
mesure tff?54657,4 connecté sur un ordinateur : l’acquisition des dmnées se 

fait par le logiciel BenchLznk Scope et lenr traitement numérique sons Alaflnb. 
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2. Filtre du premier ordre : la cellule R-C 

Nous nous proposons d’identifier la fonction de transfert d’un filtre passe-bas 
du premier ordre à l’aide de sa réponse impulsionnelle selon (1.1). Considérons 
le filtre tialisé par la cellule R-C suivante : 

RC 

avec RC. = 9950 0. (’ = 10 nF. et un GBF de f.e.m. E(t) et de résistance 
interne R, = 50 R : ainsi. la rbistance totale du circuit notée H vaut 10 kR. 
L‘entrée de notre filtre à laquelle nous n’avons pas directement accès. est E;(t ). 
et sa sortie la tension I:?(f) indiquée sur le xhkna. La constante de temps T  
du circuit et la fkquence de coupure JC. du circuit valent donc : 

1 
T  = RC’ = 100 p.3 et JC, = ~ = 1.j9 k1i.z 

‘hR<’ 

la précision des composants utilisés. entranw me incertitude relative de 2 % 
silu ces valeurs données. 

2.1. Obtention de la réponse irnpulsionnelle 

La réponse impulsiunnelle de ce circuit vaut 
1 t 

h(/) = -exp(--)u(f) 
RC’ IX * 

où u(f) désigne l’khelun de Hcaviside. 

2.1.1. Partie expérimentale 

SUIE pensons obtenir une bonne approximation de /r(i) en excitant le circuit 
par une “impulsion” rectangulaire E(t) de largmr 7 et d’amplitude fi. ?GUI~S 
ol~senwns les tensions L:(t) et Ij(/) s,li\mltes pour 7 = 10 /l.s et fi; = 10 1’ : 

L 5.00” 2 2008 rEoy 2ooij/ & * fi 4 

T  

I 
i 

h’ 
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L‘allure obtenue est bien celle d’une exponentielle décroissante dont la constante 
de temps se détermine loir, de la mesure suivante : 

2 200~ c‘ulcy lOO#/ - fi Ru&t 
1 

2.12. Commentaires 

Comment choisir les paramètres de l’impulsion K(t) pour que la sortie 1 j.(t) 
soit la plus proche possible de la réponse impulsionnelle thkxique Y Il est 
naturellement impossible d’exciter le filtre par la distribution de Dirac h(l) qui 
est physiquement irréalisable, mais uniquement par nne impulsion rectangulaire 
de largeur 7 non nulle et d’amplitude F; finie. En supposant que l’impulsion 
commence à t = 0. la rGponse \‘s(f) du circuit vaut donc 

pouro<t<7. I$.(Q=F;(l-exp(-$)) 

pow I 2 7 . IS(f) = FT(l -exp(-f))e&+) 

Ainsi. quelque soit la valeur de 7 par rapport T  = HC’. dès que f 2 7. la 
décroissance de r%(f) nous permet d’estimer T. Cependant. pour que l‘allure 
globale de \c~(t) corresponde du mieux possible à celle de /t(t) = $ exp( -+)Il(f) 
pour f E [-oo; +coj. il faut évidemment que la largeur 7 de Iïmpulniun soit 
tr+s faible devant la constante de temps T  = M’ du circuit. Donc si 7 « T. 

rions obtenons : 

l!?(f) = ++)tr(f) = 7 ET h(f) (‘2.1) 

Or. comme nous travaillons à amplitude & du GBF fixée (et maximale) et non 
pas à produit 7 E constant. plus 7 est faible devant T. plus le signal de sortie 
i%(f) est faible et plus les mesures seront afktées par un mauvais rappurt signal 
sur bruit. Donc, un comprwnis doit etre fait entre qualité de l’impulsion et 
rapport signal sur bruit, c’est pourquoi nous avons pris une largeur 7 = 10 PS < 
T  = 100 p’s pour avoir une sortie d’amplitude su5sante pour les développements 
que nous allons faire dans la suite. 

Par ailleurs, signalons que la tension Vs(t) présente des su-oscillations aux 
instants correspondant au début (f = 0) et à la fin de l’impulsion (t = 7) : 
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rendant peu fiables les échantillons de 12,(f) pris an voisinage de / = 0 et / = 7. 

2.2. Identification de la fonction de transfert 

La fonction de transfert du circuit vant : 

Sous allons utiliser la réponse I’,(r) du circuit à l’impulsiun rectangulaire du 

paragraphe précédent pou identifier tf(jw) suivant la méthode de la réponse 

impulsionnelle. Sutons {lty(b)}kmo, ,* , les .Y échantillons de l:~(/) ultcnw 

par son échantillonnage régulier à la période 7, L’exploitation de (1.1) conduit 

alors à : 

où H (jZn+) est la fonction de transfert estimée à la pulsation g. Dans 
cette express&. rions reconnaissons la TFD des ,Y échantillons { \, (tr ) [*. ,~, ,,,~ , 

(cf (1.3)). un coefficient multiplicatif & résultant de (2.1) et IUI facteur cor- 

rectif de phase exp(-~y) que nous justifierons dans la section 1.2 à la fin de 

l‘article. 

2.2.1. Partie expérimentale 

Le début du fichier des N = 2000 échantillons de I:?(t) que ~~ILS réaqxkons 

par BenchLznk Scope via le module de rnesurc tft’546.57,~4, se présente sous la 

forme suivante : 

+0,000000E+00 +0,000000E+00 

+2.5OOOOOE06 +1.3750OOE01 

+5,OOOOOOIGO6 +3,625000EOl 
+7,5OOOOOEO6 +6,000000E01 

+1,ooOoooEo5 +8,1875M)EOl 

+1,250000B05 +9,1875OOE01 

+1,5oooooE-05 +9,000000E01 
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La première colonne donne les instants d’échantillonnage lk (ici T, = 2.5 PS) en 
seconde, et la deuxième colonne les valeurs de Vs((k) en Volt. Sous notons bien 
dans ce tableau de valeurs la croissance de Vs pour 10; 71 et sa décroissance pow 
f > 7. La valeur de V. pour t = 7 n‘est pas fiable en raison des sur-oscillations 
constatées précédemment. 

La progr ammation de la relation (2.2) est faite sous Alntlnb et se trouve 
précisément dans la section 1.3 ; le programme trace le module de H (.) en 

fonction de la fréquence. les diagrammes de Bode de i (.) en module et en 

phase. et le diagramme de Syquist de i (.). Donnons les résultats obtenus en 
faisant apparaltre SUI tous les graphes les courbes expérimentales et théoriques. 
Tout d‘abord le tracé du module de la fonction de transfert en khellc linéaire 

module de HlJW) 

-10 

Ensuite le diagramme de Bode de la phase de la fonction de transfert sur lequel 
nous faixms également figurer la droite horizontale située à -?r/.i : 
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2.2.2. Commentaires 

Ces résultats concordent très bien avec les courl~es théoriques. Précisuns que 
l’échantillonnage et le nombre de points (7; = 2.5 ILS et J’V = 2000) impusent 

une résolution fréquentielle égale à l/( ,\‘7, ) = 200 Hiz. ce qui explique que 

les diagmmmes de Bode commencent à la fréquence 200 Hz contrairement au 

diagmnme de Syquist. 

l I’alhre de /fi (jw)l en fonction de w est correcte, ainsi que le diagramme 

de Bode de 1; (jus)1 q IU réwnte bien me pente de -20 dH/rl&-a&. et p 

une fréquence de coupure à -3rlH voisine de 1.6 kHz. 

l le phase de H (jw) évolue bien entre 0 et environ -2 sur une plage de 

fréquence allant de 200 I~X à 10 kHz . avec IUW valeur de -2 pour une 

fréquence voisine de 1.6 kHz. 

Comme le suggère la propriété de symétrie hermitieme de la TFD d’une séquence 

d’échantillons réels rappelée dans la section 1.1, la relation (2.2) ne doit etre 
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utilisée que pow les pulsations 27r& avec n = 0, . ,V/2 : le domaine fréquentiel 

exploré est donc I’intervak [0: &] , c’est à dire [O;POOkHz]. Cependant. en 

raison du phénomène de recouvrement spectral lié à l‘impossibilité de pouvoir 
échantillonner sans perte d‘information un signal dont le support spectral n‘est 
pas borné (comme c’est ici le cas pour la réponse impnlsionnelle du système). 

les valeurs de k (.) estimées au voisinage de & ne seront pas significatives. 
Saturellcment, il est possible de faire en sorte de repousser cette limitation 
à une fréquence plus haute en diminuant la période d’échantillonnage T; tout 
prenant garde à maintenir ,V’rE constant afin de conserver la meme réwlntion 
fréquentielle. Ces prol>lèmes seront discutés précisement dans la section 4.1. 

Enth atin d’obtenir une allure correcte de la phase de ff(JU’), nous a,‘“,~ 

du introduire le terme correctif exp(-jy) dans (2.2). Cette correction et sa 
nécessité qui seront précisées dans la section 4.2. résultent de l‘existence d’une 
position optimale des instants d’échantillonnage tr pour l‘estimation de la TF 
de la réponse impnlsionnelle. 

3. Filtre du second ordre : le circuit R-L-C série 

Sous nuus proposons d‘identifier la fonction de transfert d’un filtre passebande 
du second ordre à l‘aide tout d’abord de sa réponse impulsionnelle selon (1.1). 

puis de sa réponse indicielle selun (1.2). C’unsidéruns le filtre réalisé par la 
cellr1le Fac suivante : 

avec & = 13 R (’ = 0.40 pF, une bobine telle qne I, = 36 I>I~I rt I(I. = 7 
R et m GBF de f.e.m. E(I) ayant une résistance interne R, = 50 R : ainsi. 
la résistance totale R du circuit complet est donc 100 n. L’entrée de notre 
filtre à laquelle nous n‘ûwns pas directement accès. est E(i). et sa sortie la 

tension &(t) indiquée sur le schéma. La fréquence de réwnnance et le facteur 
de qualité de ce circuit valent : 

la précision des composants entrame une incertitude relative de 3 % sur ces 
résultats. Donnons également la pseudwpériode et lc d&rément logarithmique 
qui vont nous etre utile par la suite (~$0 = 2n /0) : 
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3.1. Obtention de la réponse impulsionnelle 

Pour Q > 1/2. la réponse impulsionnelle du circuit vaut : 

où u(r) est la fonction de Heaviside. T  = z et R = JQ&3. 

3.1.1. Partie expérimentale 

Nuus pensons ul>tenir une bonne approximation de /l(t) en excitant le circuit 
par une “impulsion” rectangulaire E(t) de largeur 7 et d’amplitude E. Nous 
obsenv~ les tensions I:(t) et I:?(t) suivantes pour 7 = 20 p.7 et E = 10 1’ : 

L’allure de la tension de ortie est bien celle de la réponse impulsionnelle 
théorique dont on note la disccontinuit~ à l‘urigine. Slcs~~rons la pseudwpkiode 
et le décrément logarithmique de cette cuurbc : 

Nous relevons une pseudwpériode de 762 hrs et nu décrément lugarithmiqw de 
1.13 , ce qui conduit à : 

la fréquence de rewnnance estimée est donc satisfaisante (moins de 2 % d‘écart 
relatif) . quant au coefficient de qualité qui est toujours délicat à estimer en 
raison de l’imprécision des mesures du décrément logarithmique, nous relevons 
une différence relative de 6 % entre valeurs théoriques et expérimentales. 
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3.1.2. Commentaires 

Comment choisir les paramètres de l’impulsion E‘(f) pour que la sortie I$(r) 
soit la plus proche possible de la réponse impulsionnelle théorique ? Comme 
pour le filtre du premier ordre, nouz essayons de travailler avec une largeur 

d’impulsion 7 faible devant T  et 27r/R tout en conservant un niveau sut%sam- 
ment fort de signal de sortie. En effet, en notant (Jr(t) la tension aux bornes 
du condensateur. le circuit vérifie l’équation pour t E 10; 71 : 

avec 12(t) = &. (’ y. En tenant compte des conditions initiales. c‘est à dire 
I?,(O) = 0 = Cv~(O), nous obtenum pou / E 10; 71 les expressions suivantes : 

Enfin. pour t > 7 . lc circuit vérifie l’equation : 

Pour simplifier. prenons l‘origine des temps en f = 7 . le circuit est alors en 
régime libre et satisfait à une solution du type l’<.(I) = .Icxp(-$)cus(Rt + y) 
A A et $ sont déterminées par les conditions initiale? : 

Cwnme ‘T « 27r/R. $ est proche de -n/2 ; posons + = ~0 - ~/2. Finalement. 

po~u I > 7 . rions obtenons (r,.(t) = T  exp(-S)sin(Rt + ~0) et 
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~ I  

Donc si 7 « 7 et 7 « 2n/Q. I;.(t) correspond bien à un facteur multipli- 

catif près à la réponse impulsionnelle du circuit que ce soit an niveau de sa 

décroissance exponentiellc et de sa pseudcrpulsation. Par contre. il n’en est pas 

de meme au niveau de la phase à l’origine : pour nus valeurs expérimentales. 

c’est à dire 7 = 20 pu « T  = 730 p.9. *oILs otJtenons : 

la phase rajoutée $0 est de meme ordre de grandem que la phase théorique. 
ce qui va nous poser problème pour l’obtention de la phase de ff(jw) : ce 

déphasage supplémentaire conduit au meme effet qu’un décalage temporel. 

3.2. Identification de la fonction de transfert 

La fonction de transfert du circuit vaut : 

Nuus reprenons la meme démarche que pour le filtre du premier ordr? : l’explui- 

tation de (1.1) conduit à la meme relation que (2.2) an coefficient multipli- 

catif près que l‘on prend dans ce cas égal à & en raison de (3.1) (afin de 

déterminer la fonction de transfert ayant nn mudulc maximal égal à 1). 

3.2.1. Partie expérimentale 

Donnons les résultats expérimentaux en faisant figurer sur chaque graphe. la 
courbe expérimentale et théorique. Tout d‘aburd. la co~&x donnant le module 

de ri L/U~) en fonctiun de u‘ : 
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puis le diagramme de Bode du module de la fonction de transfert : 
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3.2.2. Commentaires 

Nuns constatons une bonne concordance entre les diagrammes représentant le 
module de la fonction de transfert avec une fréquence de résonnance proche de 
1,3 kHz. Précisons que la période d’échantillonnage vaut 5 {LS, et le nombre 
d‘échantillon vaut N = 2000. ainsi la résolution fréquentielle sur ces graphes 
vaut 100 H 2. 

Cependant, il est manifeste que l’estimation de la phase est mauvaise malgré 
la présence du terme correctif exp(-jy) : d ‘une part le positionnement de 
l‘origine des temps est délicat. tout décalage entramant de fortes variations sur 
l‘estimation de la phase de H(jw) et d’autre part le déphasage ~0 présent dans 
l’expression de r?(f) affecte de manière similaire les résultats sur la phase : nous 
y reviendrons de mani& plus prkise dans la section 1.2. 

85 

3.3. Réponse indiciellc 

En wpposant le système initialement au repus. la réponse du circnit à un 
échelon E u(f) vaut : 

3.3.1. Détermination dc la fonction dc transfert 

Afin de déterminer la fonction de transfert ayant ,111 module maximal &a1 à 1. la 
relation (1.2) se traduit ici en raison du facteur mrütiplicatif & apparaissant 
dans (3.2). par : 

H(jw) = nl(F JU’ TF‘(I~i(t)) 
r , 

L’exploitation de cette relation pour estimer H(Jw) SC traduit par : 

oil l‘on reconnalt le terme correctif de phase exp( -jF). 
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3.32. Résultats expérimentaux 

Donnons les résultats expérimentaux ; nuus représentons sw le memc graphe 
les diagrammes de Bode théoriques et expérimentanx. Tout d’abord, le module 
de la fonction de transfert en fonction dé la fréquence : 
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Enfin. le diagramme de Nyqnist : 

3.4. Comparaison des méthodes 

Suus notons nne amélioration très wnsible des résultats sur la phase. Les 
avantages de l’utilisation de la réponse indicielle pour idenrifier II(Jw) par 
rapport à la méthode de la réponse impnlsionnelle. sont les suivants : 

. la réponse indicielle théorique n’est pas discontinue à l’origine. ce qni nuns 
kite des problèmes numériques d’estimation de sa TF cf section 1. 

. la réponse indicielle a une amplitude beaucoup plus importante que la 
réponse du circuit à l’impulsion de la section 3.3.1. 

C’ependanr. par construction. h (jw) est le produiùt de la TFD de r?(t) par 
JU’. donc cette méthode a le défaut d’amplifier les hautes fréquence de tout 

bruit blanc parasite s’additionnant à \:s(t) : nuus nuus en rendons compte 
expkimentalement sur les courbes pour les fréquences > 10 kHz 151. 

4. Analyse spectrale de signaux transitoires 

Dans les deux méthodes d‘idenrificatiun proposées, que l’entrée soir un Dirac 
ou un échelon. il nous faut estimer numériquement la transformée de Fourier 
de la sortie du filtre y(l) : 

J 
+T Y(ju-) = y(t)exp(-jwf)rlt (1.1) 
x 

Or. y(f) est un signal transituire (y(+~) = 0). il est donc caractérisé par un 
intervalle de temps A = 10; TC,,] sur lequel il est effectivement non nul. Ainsi. 

pour estimer (1.1). nous allons réaliser CII échantillonnage régulier de y(l) à la 
période Te sur un intervalle de temps r = [O; NT,] incluant A. pour obtenir 
une séquence de IV échantillons {~(tk)}&=~, ,N , A partir des )V échantillons. 
la manière la plus simple d‘estimer l‘intégrale (1.1). est de calculer : 

N-l 
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pour diverses valeurs de la pulsation II*. Mais plutot que de programmer ci- 
rectement la relation (1.2). nous préférons utiliser la TFD de la séquence des 
N échantillons {y(t~)}k70,,,,N~, définie pour u = 0, .., IX’ - 1. par : 

Remarquons que si w = E et 1k = k7; pour 0 5 k 2 N ~ 1, (4.2) est 
équivalent à (4.3). L’avantage de (4.3) p ar rapport à (4.2) résulte d‘un gain en 
temps de calcul : si le nombre d’échantillons N est une puissance de 2. il est 

possible de calculer (1.3) par l’algorithme rapide de la FFT. Son désavantage 
par rapport à (1.2) est d‘imposer la résolution fréquentielle, elle est égale à +. 

La question qui se pow maintenant est la suivante : comment bien ch& 
,V , TS et les instants t*. pour que (1.3) approxime convenablement (1.1) 7 

4.1. Durée d’observation - période d’échantillonnage 

L’utilisation de la TFD en (1.3) résulte d’un double échantillunnagc du signal 

y(l) : l’un en temps à la période ?;. et l’autre en fréquence avec un pas en 

&. Pour pouvoir conserver, par ce double échantillonnage. tontes les infw- 
ma:ions sur y(/). il faudrait vérifier d’une part le théorème d’échantillonnage 

classique qui impose que Y(jw) ait un support spectral limité. et d’autre part 
un théorème d’échantillonnage en fréquence. dual du précédent. qui impose que 
y(l) ait une durée limitée. Or. il est rigoureusement impossible qu‘un signal sat- 
isfasse à ces deux contraintes : un signal à durée limitée a un s~lpport spectral 
illimité (comme c‘est le cas pour y(t) à durée ‘I;f, limitée) et rkiproqwment 
an signal à support spectral borné a une durée illimitée [ 11. (21, [Il. 

Cependant. pour les signaux y(f) que nuus wuns étudiés. le module de 
Y(ju) tend vers 0 quand w + +03 et donc devient négligeable au-delà d’une 

certaine fréquence limite fm. Xous puuvuns donc considérer que le support spec- 
tral de Y(ju,) est limité par In, sans risquer nne trop grande perte d’information 
par échantillonnage. En conséquence. le thkrème d‘échantillonnage impose : 

Ainsi. nous avons pris la fréquence d’échantillonnage l/‘& environ 200 plus 
grande que les fréquences de coupure à -3 dH des denx filtres. 

Kne fois T, fkée, le choix du nombre d’échantillons ‘1 est Cqnivalent à celui 
de la durée d’observation N7; et est guidé par la recherche d‘nne résolution 
fréquentielle & satisfaisant au théorème d‘échantillonnage en fréquence. Il 
est pussible de montrer [4] que ce théorème est rigoureusement satisfait dans le 
cas de signaux transitoires. si : 

i,’ 
NT, - 2Tcjl (4.5) 

c’est à dire si la durée d’observation est au moins 2 fois plus gnnde que la 
durée effective de y(t). Les résultats expérimentaux ont été satisfaisants pour 
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A’T, 1 3T,f, (en pratique, nous pourrions échantillonner y(/) uniquement sur 
A, et rajouter au moins autant de 0 que d’échantillons non nuls de manière à 
avoir un nombre total d’échantillons égal à une puissance de 2). 

Le respect des relations (4.4) et (4.5) conduisent nécessairement à une bonne 

estimation expérimentale du module de H(ju,) en assurant un recouvrement 
spectral très faible et une interpolation correcte entre les différentes valeurs de 

/ii <je>/. P ar contre, une estimation correcte de la phase de H(jw) nécessite 

en plus des précautions su la position des instants d’échantillonnage. 

4.2. Position des instants d’échantillonnage - estimation de la phase 

Pour plus de précision SUT ce problème d’estimation correcte de la phase. rions 
vous invitons à consulter 10 référence [3J ; donnons cependant quelques explica- 
tions. Comme nous l’avons déjà dit, la manière la plus simple d’estimer (4.1) est 
d’utiliser (4.2). Par ailleurs, échantillonner y(t) à la période T, sur l’intervalle 
r = [O; NT,] revient à définir N scuçintervalles lir,; (i + l)‘r<] dans lequel 
on prélève un échantillon. Or, il s’avère que pour éviter une sous-estimation 
ou nne sur-estimation numérique de Y(jw) en utilisant (4.2). il vaut mieux 
choisir les échantillons au milieu des wn..intervalles 121. c’est à dire aux in 
stants fp = (k + 1/2)T, : 

Ainsi. la relation (4.6) constitue la meilleure manike d’estimer munériqnement 
(4.1). Mais. nous avons déjà souligné lïntéret d’utilkr la TFD du (4.3) plutut 
qu’une relation du type (4.6) : or. si 11 = (k + 1/2)1; pour k = 0. . .V ~ 1. 

f (jz) et P(js) Sont reliées par : 

(4.7) 

Donc, nous obtenons la meilkwe estimation de la phase à la pnlsatiun e en 

multipliant la TFD de y(t) à cette meme pulsation par exp(-jw) comme 
nous l’avons indiqué dans les relations (2.2) et (3.3). 

Malheureusement. il n‘est pas toujuurs possible de choisir les instants d’échan- 
tillonnage selon fk = (k+1/2)T,, k = 0. . . <V-l. rions pouvons meme ignurer uil 
io se place dans 10; T, 1. 11 peut en résulter des distorsions de phase irrémédiables 
comme le suggère le cas de la réponse impulsiormelle du circuit R-IX. Cepcn- 
dant . plusieurs cas se présentent : 

l la phase expérimentale du filtre passebas se corrige bien selun (4.7) : 
en effet. quelque soit l’instant fa oil est prélevé le premier échantillon. à 
condition qu’il le soit dans le début de la partie décroissante de r:?(t), la 
courbe apparut toujours comme la meme exponentielle décroissante (à un 
faible facteur multiplicatif près) et donc on peut supposer que t0 = T,/2. 
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l la phase expkimentale du filtre passe-bande obtenue à l’aide de %a réponse 

indicielle. se corrige bien selon (4.7) car 1 a réponse indicielle est très faible 

au voisinage de l‘origine. Si l‘on prend comme premier échantillon. la 

première valeur non nulle de y(t). il suffit de corriger p(je) en le mu- 

tipliant par exp(-jas) où 0 = 1. 

l enfin, la pha.vz expérimentale du filtre passe-bande obtenue d’après (1.1). 

ne -0 peut pas se corriger selon (4.7) : l‘impossibilité de réaliser li = 

(k + 1/2)7; est ici désastreuse car la r+mse impulsionnelle est discum 

tinue à l‘origine et ne présente pas les bonnes propriétés d’nne fonction 

exponentielle. De surcroit. la distorsion de phase est accentuée par 90. 

4.3. Programmation dans le cas du filtre passe-bas 

b(i)=(i-l)/(Te*S(l)): u khrlle des /rtquenccs 
v(i)=exp(-j*pi*(i-l)/S): Y  mnwtmn dr phaw 

end 
p=(Te/(E*7))*v.‘.*fft(a) ++ (.aIcuI dr In TF11 des dontrics (ph/w <.ornqr:t 1 
h=abs(p); H colcnl du modullr dr 10 TFD 
the=angle(p): Y calrd de I’nrgumrnl dr In TF11 
plot(b(l:lGU).h(l:lOO)) c* Imc@ du modulr de /II Jon~/~~c dc IrrmsJvr-l 
spmilogx(b(1:100).20*log10(h(l:100))) - dmgronrmr dv Hodr du modulr 
wnilo~(b(l:lOO).the(l:lOO)) H d,agmmme de Rode de- 10 phase 
plot(p)++ diagrnmme dr Nyqulsl de 10 Jonctwn dr trnn.sf~wl 

4.4. Réponse impulsionnelle du filtre passe-bas 

La combe de phae indiquée en 2.2.1 est obtenue en prenant comme premier 

échantillon celui OC commence la décroissance de5 échantilluns ((0 = 12.5 it.5). 

Sans la correction (4.7). nous anrions obtenu : 
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4.5. Réponse impulsionnelle du filtre passe-bande 

Le problème de la distorsion de phase accentuée par déphasage supplémentaire 

.po ne peut donc pas se résoudre selon (4.7). Donnons les résultats obtenus en 

calculant la TFD à partir des échantillons théuriques de /l(t) avec 7; = 5 PL” : 

. Phase calculée avec .V = 2000 échantillons h(0). Qc). h((,l’ - 1)7;) : 

l Phase calculée awc .Y = 2000 @chantilIons /#(Y, /U)... II((.\ - 1/X)7, ) et 

cunigée selon (4.7) : 
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Seule la séquence {h(ï;/2). /1(3T,/2). ._, Il((.\’ - 1/2)T,)} permet donc d’estime1 

correctement la phaw. 

4.0. Réponse indicielle du filtre passcLbande 

La courbe indiquée en 3.3.2 est obtenue en prenant comme premier échantillon 

celui correspondant à la première valeur non nulle de r%(f) : la correction de 

phase effectuée est exactement celle de (1.7). Sans cette correction de phase. 

nous aurions obtenu : 

5. Conclusion 

SUI~S awn? essayé de présenter quelques résultats cuncernnnt lïdentificatiun 

de <ystèmes linéaires imariants dans le temps à partir de lenr réponse im- 

plllsionnelle et indicielle. Suus avons alors précisé les précautions à prendre 

pour l’analyse spectrale de ces signaw transituirea. c‘est à dire l’estimation 

de leur TF.  SUIE remarquons qu‘une fois ces précautions prises. les spectres 

d’amplitude et de phase estimés sont très satisfaisants et quasiment non bi- 

ais&: nutons bien la différence par rapport à l’estimation du spectre d’un signal 

à durée illimitée (par exemple périodique) qui est. sanf cas particulier. biaisée 

par les inéluctables opérations de fenetrage. Signalons enfin l’existence d‘autres 

méthode d‘identification telles que par exemple. les méthodes statistiques uu 

paramétriques. 
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