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Densité volumique et densité de courant
de quantité de mouvement d’'un champ
électromagnétique

par J. SORNETTE
Spé P - Lycée Turgot - 75003 Paris

INTRODUCTION

Il est classique de montrer a partir des équations de Maxwell qu’'un
champ électromagnétique contient une densité volumique d’énergie

1 5, 1B?2
u:EgOE 2+§ —— et véhicule de I'énergie, la puissance traversant
Ho
une surface élémentaire étant le flux a travers celle-ci du vecteur de
i
PoyntingIl =iﬁ>/\ B
Ho

On peut de méme montrer que le champ électromagnétique contient
et transporte de la quantité de mouvement. Bien que la démonstration
soit plus élégante en formalisme tensoriel a trois (mécanique classique)
ou mieux a quatre dimensions (mécanique relativiste), nous adopterons
ici une démarche «classique».

FORMULATION LOCALE D’UNE LOI DIFFERENTIELLE

La plupart des lois physiques sont de la forme suivante : pour un

systeme S fermétzj—'tzzG avec F et G se calculant par intégration de

densités volumiques a savoir :

F:_[”Sfdv et szﬂsgdv

Imaginons un systeme S déformable occupant a linstant t un
volume Q et a l'instant t + dt un volum&'’. Pour fixer les idées,
supposons que le systéme a gonflé et@Que Q U dQ (voir figure 1).
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Figure 1

dt étant supposé infiniment petit, la loi physique considérée s’écrit :
dF = I_” f(t+ dt) dv—_[_” f(t) dV=dt.G:dtJ2” g(t) dv
o} Q Q

CommeQ’ est la réunion d€2 et d :

[ s ]

Q' Q dQ

D’autrepart,® est di au déplacement des particules dusystéme S.
Pendant le temps dt, elles se sont déplacé@?ﬁdet chaque surface
iz = N .
élémentaire dS° a la surfacey de Q a balayé un volume

dv=ds . 7dt, la réunion de ces surfaces balayées étant justement
dQ (voir figure 1).

On déduit donc, aprés division par dt :

&U_” f(t+ dt) dV —Ij_[ f(t) dv} + II fv . dS= Ijj gdv
Q o 5

B.U.P.n° 778



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIEN 1811

En permutant(% et 'U d’'une part ; en appliquant ce bon vieux

théoréme de Green-Ostrogradski d’autre part, on tire :
m X V) —gldv=0
o ot

Ceci étant vrai quelque sdit, on en déduit la formulation locale
de la loi physique :

Oclilt: G e a—f+§)(fv) g

On note souver]T)z v

Inversement, toute relation du type :

of =
—+V
o 1 =9

A e . o dF
pourra étre considérée comme la formulation localed ungt—lelG.

f et g s’identifiant, au vu de la démonstration précédente, aux
densités volumiques de F et Gj_e>ta un vecteur densité de courant
dont le flux & travers une sadedS est le rapport dF/dt ou dF est la

guantité de F traversantS’ pendant dt, toujours au vu de ce qui
précéde.

APPLICATION A LA QUANTITE DE MOUVEMENT
dﬁ) =2 =
Pour un systéeme ferme- mer =F ou P’ désigne une quantité de

mouvement eF une force.

dP,
La projection sur Ox—— . = F, a une traduction locale :

Ipx —>—>
—+V j =1
ot

de méme pour les projections sur Oy et 0z.
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Convenons tout naturellement de noﬁe)retf_> les vecteurs de
composantesp( , py , p,) et y , fy , f,) et de fagon plus audacieuse (j)

ﬁ
une matrice X 3 de vecteurs colonne;js), Jy » jz etVv(j) un vecteur
de composantesV(Jx , V jy , V]Z)

o
Ainsi I'on a : a—f + V(J) f_)

APPLICATION AU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

Un volume élémentaire chargé contient la chage p dV animée
y . —> sz . e —>
d’'une vitesse/’, le vecteur densité de courant étant ajprsp v'.

Ce volume est soumls de la part du champ electromagnet|que ala
forcedF =p dV(E + VA B)douf = dF/dV=pE + jo ~ B.

Par action et réaction, ces charges exercent sur le champ la force
. = ? = =
volumiquef =—(pE +joA B) .

9
p_ .
Force qu’on va tenter de mettre sous la fo%%& V() .
Tout d’abord tirons part des deux équations de Maxwell suivantes :

> > - oE
V?zp/go et V/\g)zuo{j—e)jtso—:?

0

d’ou 'on tire p etj_e> que I'on reporte dans I'expression de f. Alors :

ﬁ
N o N
=—eo(VE).E+ EOE/\E)— 1 VAB)AE
Ho

0
De plus — =
P o’
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%
. - . . = oB
Si I'on utilise I'équation de Maxwe(V A E): 5 compte tenu
de I'antisymétrie du produit vectoriel, on tire :
— -
- %(SO?A ?)-so[(v AE)AE + (V E’)E’}

—i[(v AB)AB+(V . E’)?}
Ko

en rajoutant, pour la symétrie ented et
N , . —
(derniere des équations de Maxwell .

l

On voit d’ores et déja quE)z g EA B si I'on arrive a mettre les

%
autres termes sous la forrgj). En fait on chercheradjet (jy) tels
que :

V(o) = — 0 [(?A EVAE+ (V.E) Ej
et ?(jm):—i[(?/\ﬁ’mﬁﬁ (?.E’)E’}
Mo

En cas de succés poug) (il suffira de remplaceﬁ parﬁ) eteg par
1/, pour trouver ().

Développons en projetant d’abord syr 0
On veuty ., = —&o [(7 ABYE-(V A ELE+(V . E) EX}

[ OE oE oE oE
=—go| — E——E,——2E +—E/+ ...
| o Oy Oy dy

OE, OE, OE, 1
+| =+ =2+ 2| E,]
ox Oy 0 ]
En regroupant les termes astucieusement on tire :

[0 (-E2+EZ+E?) & d ]
La_x[f +6—y(_EXEy)+5_z(_EXEZ)J|

2>
Vix =+¢o
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En raisonnant de méme syrél G, on tire :

€0
?(— EZ+EZ+ Ezz) — g9 By By -9 E, Ey
SN €p
(o) = —e0 Ex By ?(EXZ—E),2+ E22> —go E, Ey
—go E E —g B E L0 g2, E2- E2
€0 Ex &7 o By &7 2(x+y )

On peut condenser I'écriture en notaia matrice unité etE; Ej)
la matrice de terme générique le produit gedt E (en notant i, B,
Ez pour K, B, , B). Ainsi :

. €0 2o
(o=7E 2i-go(E E)
182 1
et par analogie :  (jm)=35 — I ——(B;B)
2 o Ho

Rappelons qu?: €9 EnAB.la pertinence de ces résultats va étre

étudiée sur les deux exemples qui suivent.

LIEN AVEC L'ASPECT CORPUSCULAIRE

Soit une surface élémentad& dans une région ou l'on trouve n
photons de fréquence par unité de volume, animés d’'une vitesse de

module ¢, bien sdr, dans une direction de vecteur uniﬁ)i(eoir
figure 2).

o dE

Figure 2

Les photons qui traversei® entre t et + dtsont contenus a linstant
initial dans le cylindre de basei§,> de hauteurcUdt et de volume
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cudt.dS. Commeil y a n photons d’énergiw par unité de volume,

dS est traversée pendant dt par I'énergied’=n hv cUdt.dS. Par
: 0 > . o —

comparaison avedd=11. d? dt; IT s’identifie aveen hvc u'.

D’autre part I'unité de volume contenant n photons de quantité de
h . . o
mouvement?V U) la densité volumique de quantité de mouvement est

p=ny
p=n-—_u.
— . . — .
p_>et1‘l sont liés par la relat|0|u_1>: %H . Comme cette relation ne
c

dépend ni dev, ni deu’, elle reste valable aprés intégration pour une
distribution quelconque de photons de directions et de fréquences
diverses.

%
L'approche électromagnétique conduit, eIIeHé:iﬁ/\ §)et,
Ho

voyez plus haut, ¥ = sOE/\ B. Commegg et ug sont liés par la

, , -
relationegugc®=1; on a bmrr?:%l‘[ .
c

Les deux approches sont bien compatibles.

PRESSION DE RADIATION

Raisonnons sur un exemple.

Soit une onde plane progressive sinusoidale, polarisée rectiligne-
ment. Avec un bon choix des axes, les champs s’écrivent :

0 0
0
E) Eg coso [t—éj §> E
c 0 X
— COS® [t ——j
0 c ¢
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Supposons qu’elle se réfléchisse en x = 0 sur un plan métallique

de conductivité infinie. Classiquement, on montre que I'onde réfléchie
est:

0 0

0

E —EOCOS(D(t+£j B E
c 0 X
— COosS® [t+—]
0 c ¢

La superposition de I'onde incidente et de la réfléchie est I'onde
stationnaire :

0 0
0
E |2E, sin(ot) sin [(‘)—X] B 26,
c X
—— cos(mt) cos{—]
0 c c
En particulier, au niveau du miroir métallique (en x = 0) :
0
= (0
B
2
|0 TEO cos(ot)

La matrice () est donc nulle et la matricgjjest :

) 100) ) (000)
2E 070 1510 & cod w000
Mo (001 M€ \001)

2 (10 0O
_2E cosz(mt)'Ol 0|
moc  (00-1)

|dS
Une surface élémentaire du mirais = | 0 est traversée par un
| 0

débit de quantité de mouvement :
@
o oS
iz - dS
on_;, 17 E) sont les colonnes de (j).
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o 2EZ cog (mt)
Ici dp = Ho ¢
dt 0
0
d—)
soit : d? 260 EQ co2 (ot) dS
dp’

ot est en fait la force appliquée par le champ au métal ; comme elle

est proportionnelle d§>, le coefficient est homogéne a une pression :
c’est la pression de radiation, Ziq E§ cos (ot).

Ce résultat est parfaitement conforme a celui que donne 'approche
classique, a savoir le calcul de Ia densité surfacique de chargede
la densité surfacique de courargta partir des discontinuités des
composantes normale du champ électrique et tangentielles du champ
magnétique, puis 'application de la formule de la pression électroma-
- 1 6% Mo ) S . .
gnethueE 8—0—7|5 , formule qui généralise la notion de pression

électrostatique.
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