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Un solide mis en rotation par un fil
lié à une tige qui tombe

Vérification du théorème de l’énergie cinétique.
Valeur de l’accélération de la tige.

Détermination de la valeur du couple de frottement de l’axe
sur le solide lors du mouvement de rotation

par Alfred ZIMMER
Lycée Fustel de Coulanges - 67000 Strasbourg

INTRODUCTION

  J’ai eu l’idée d’améliorer un T.P. déjà existant au lycée en utilisant
le capteur et le logiciel «Chrono-PC» mis au point par des collègues de
l’U.d.P. et découvert lors d’un stage organisé par l’un de ses auteurs,
M. BOSSERT du lycée Couffignal, ainsi que le logiciel «Regressi» que
nous avions acheté en 1989 chez Micrélec. J’ai expérimenté ce T.P. pour
la partie énergétique dans ma classe de Première S et toute la partie
concernant l’accélération de la tige peut être faite en Terminale S ou
éventuellement en Mathématiques Spéciales. Le matériel utilisé, le
logiciel et le capteur «Chrono-PC» permettent de mettre au point le T.P.
à très peu de frais et le logiciel «Regressi» permet à chacun d’exploiter
les résultats comme il l’entend.

1. DESCRIPTION DE L’EXPÉRIENCE

  Un cerceau solidaire d’un moyeu de bicyclette est entraîné dans un
mouvement de rotation par rapport au sol lors de la chute d’une tige
fixée à un fil fin lui même enroulé autour du moyeu.

  La tige située à droite du schéma, éventuellement plus ou moins
lestée, est guidée par un tube de plastique et un trombone fixé sur le
tube (pour empêcher la tige de tourner) et se déplace donc verticalement
avec des frottements pratiquement négligeables selon l’axe x’x (dirigé
vers le bas et passant au milieu de la tige, l’origine de l’axe étant la
position d’une fente de la tige au début des mesures).
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  Cette tige (tringle de rideau) comporte des fentes régulièrement
espacées de 15 mm et on utilise le logiciel «Chrono-PC» et le capteur
correspondant. A la tige est attaché un fil fin, de masse négligeable, qui
passe sur une poulie de masse négligeable et qui est enroulé autour de
l’axe mobile  d’un moyeu de bicyclette. Sur ce moyeu je peux placer
un cerceau en acier attaché au moyeu par des fils et des trombones (le
cerceau doit comporter de petites encoches). On laisse tomber la tige
qui entraîne ainsi, par l’intermédiaire du fil, le moyeu dans un
mouvement de rotation autour de son axe. Le capteur et le logiciel
permettent en quelques secondes ou dizaine de secondes, selon le
cerceau utilisé, d’avoir la hauteur de chute en fonction du temps (vingt
couples de valeurs dans les meilleures conditions).

  Le fichier obtenu est reconverti ensuite en fichier «Regressi» (c’est
prévu par le logiciel «Chrono-PC») de façon à pouvoir traiter l’infor-
mation et procéder beaucoup plus facilement qu’avec une calculatrice
à la modélisation mathématique.

2. LA THÉORIE DU SYSTÈME, LES MESURES FAITES ET
SA MODÉLISATION, CALCUL DE L’ACCÉLÉRATION

  La théorie qui suit tient compte des lois de la mécanique
newtonienne tels que nous les enseignons au lycée, et en particulier du
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poids de la tige, du moment d’inertie du moyeu, du cerceau, du couple
de frottement de l’axe du moyeu sur ce dernier. Je n’ai pas tenu compte
des frottements négligeables entre le guide de la tige et la tige ni de
l’énergie cinétique acquise par la petite poulie p assimilée à une poulie
parfaite.

  Nous pouvons étudier l’accélération de la tige et vérifier que sa
valeur réelle correspond à la valeur théorique ou, compte tenu de l’écart,
calculer le moment du couple de frottement de l’axe sur le moyeu. C’est
cette deuxième solution que j’ai retenue pour avoir un exemple de calcul
de couple de frottement d’un moyeu en mouvement par rapport à son
axe, ce qui n’est pas souvent proposé aux élèves. Dans un premier temps
j’ai calculé théoriquement l’accélération a de la tige ; mais le collègue,
qui souhaite faire ce T.P., peut uniquement utiliser, après avoir fait
l’inventaire des forces, le théorème de l’énergie cinétique appliqué
d’abord à la tige en translation rectiligne puis au système (moyeu,
cerceau) en rotation autour de son axe immobile par rapport au sol et
se reporter à la fin du texte (paragraphe b).

a - Détermination de l’accélération de la tige réalisable en Terminale

  Appliquons la loi de la dynamique à la tige de masse m : nous

pouvons écrire l’égalité vectorielle P
→

 + T
→

 = m . a→ soit avec des valeurs

positives : P – T = m . a.

  Or a = x’’ où x’’ est la dérivée seconde de x par rapport au temps.

 Soit : T = P – m . x’’ (1)

  Considérons la poulie p comme idéale (masse du fil et du réa
négligeables, frottements entre l’axe de la poulie et le réa négligea-
bles) ; dans ces conditions :

T = F (2).

  Appliquons au solide tournant autour de l’axe de rotation ∆, le
théorème de l’énergie cinétique : ∆Ec = WF + WCf où WF représente le
travail positif de la force F pendant le déplacement de l’instant O s à
l’instant t et WCf le travail négatif du couple de frottement de l’axe sur
le moyeu.
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  Or WF = M∆(F) . ∆α  avec M∆(F) = F . r où r est le rayon du moyeu
sur lequel est enroulé le fil en une seule couche.

  WCf = – Γ . α = – Γ . x ⁄ r où Γ représente le moment du couple de

frottement de l’axe du moyeu sur son réa. Soit α l’angle dont a tourné
ce «manège» à l’instant t. Posons α = O rad. à l’instant t = Os ; donc α
mesure la variation de l’angle de rotation entre les instants Os et t.

  Or : ∆Ec = 1 ⁄ 2 . J . ω2 – 1 ⁄ 2 . J . ω0
2 avec ω = v ⁄ r = x’  ⁄ r

 soit : 1 ⁄ 2 . J . (x’  ⁄ r)2 – 1 ⁄ 2 . J . (v0
 ⁄ r)2 = T . r . x ⁄ r – Γ . α =

 T . x – Γ . x ⁄ r (3)

  Or (2) et (1) donnent T = P – m . x’’  en reportant cette valeur dans
(3) on obtient :

1 ⁄ 2 . J . (x’  ⁄ r)2 – 1 ⁄ 2 . J . v0
2  ⁄ r2 = (P – mx’’ ) . x – Γ . x ⁄ r

 soit avec : P = m . g

m . x’’  . x + 1 ⁄ 2 . J ⁄ r2 . (x’ 2 – v0
2) = m . g . x – Γ . x ⁄ r =

(m . g – Γ ⁄ r) . x

  Cette équation différentielle peut a priori effrayer un élève de
terminale mais le graphe x = f(t) issu de l’expérience et sa modélisation
empirique, très facile à réaliser avec le logiciel Regressi, nous amène à

rechercher une solution du type x = 1 ⁄ 2 . a . t2 + vo . t.

  Ci-dessous, pour commencer, les résultats obtenus avec le grand
cerceau.
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  En reportant cette expression dans l’équation différentielle ainsi
que les expressions dérivées x’ = a . t et x’’ = a, nous pouvons vérifier
que l’équation différentielle est vérifiée à condition de prendre l’expres-
sion de a suivante :

a = (g – Γ ⁄ m . r) ⁄ (1 + J ⁄ m . r2).

  En prenant des conditions initiales données, il y a une seule
solution physique possible. La valeur de l’accélération a de la tige est
déterminée par calcul de l’ordinateur en utilisant le logiciel «Regressi»
à partir des mesures faites.
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  A noter qu’avec le grand cerceau l’accélération calculée est
(1,724 + – 0,012) × 10–3 m.s–2, alors qu’avec le petit cerceau elle vaut

(13,216 + – 0,087) × 10–3 m.s–2 et que sans cerceau elle est

(3,788 + – 0,068) m.s–2, valeur d’un tout autre ordre de grandeur. Voir
ci-dessous les graphiques et les modèles mathématiques concernant les
expériences faites avec le petit cerceau et sans cerceau :
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b - Le moment du couple de frottement Γ il est déterminé lors
b - de la modélisation qui suit

  En écrivant le théorème de l’énergie cinétique pour la tige, nous
obtenons :

∆Ec = P . ∆h – T . ∆h soit 1 ⁄ 2 . m . v2 – 1 ⁄ 2 . m . v0
2 = m . g . x – T . x.
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  En écrivant le théorème de l’énergie cinétique pour le solide en
rotation, nous obtenons : 

1 ⁄ 2 . J ω2 – 1 ⁄ 2 . J . ω0
2 = F . r . α – Γ . α = F . r . x ⁄ r – Γ . x ⁄ r

 soit : F . x = Γ . x ⁄ r + 1 ⁄ 2 . J . ω2 – 1 ⁄ 2 . J  ω0
2

  Or F = T pour une poulie parfaite donc :

1 ⁄ 2 . m . v2 – 1 ⁄ 2 . m . v0
2 = m . g . x – F . x =

m . g . x – Γ . x ⁄ r – 1 ⁄ 2 . J . ω2 + 1 ⁄ 2 . J . ω0
2 soit

1 ⁄ 2 . m . v2 – 1 ⁄ 2 . mv0
2 + 1 ⁄ 2 . J . (ω2 – ω0

2) = m . g . x – Γ . x ⁄ r

 soit : 1 ⁄ 2 . m . v2 + 1 ⁄ 2 . J . ω2 =

m . g . x – Γ . x ⁄ r + 1 ⁄ 2 . mvo
2 + 1 ⁄ 2 . J . vo

2 ⁄ r2

 soit : Ec1 + Ec2 = WP – Γ . x ⁄ r + Ec10 + Ec20

  Cette égalité peut être vérifiée facilement avec «Regressi» ; il
suffit de créer les nouvelles variable v, Wp, Ec1, Ec2, Ec, à partir des
variables existantes mesurées :

v = x’ ; Wp = m . g . x, Ec1 = 1 ⁄ 2 . m. v2, Ec2 = 1 ⁄ 2 . J . ω2,

Ec = Ec1 + Ec2.

  Si nous prenons le modèle Ec = WP – Γ . x ⁄ r + Ec10 + EC20 avec la
valeur numérique correcte pour x = 0 de Ec10 + Ec20 , déduite du tableau
de valeurs, l’ordinateur avec Regressi détermine Γ et J.

  Le modèle est vérifié à 2 ou 3 % près, que nous prenions un grand
cerceau, ou un petit cerceau. Cette précision est bien meilleure que ce
qui peut se faire sans l’outil informatique, ce qui était l’un des objectifs
visés par cette amélioration du T.P.

  Voir les graphes et les modèles ci-après :
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  Si nous utilisons un cerceau de moment d’inertie non négligeable,
le moment d’inertie du moyeu devient négligeable par rapport à celui

du cerceau. En effet J = Jo + M . R2 avec Jo = moment d’inertie du
moyeu sans cerceau ; M = masse du cerceau et R = Rayon du cerceau.

En effet M . R2 est bien plus grand que Jo.

  Pour le grand cerceau de rayon 0,2475 m et de masse 1,2257 kg,
on trouve Γ = (1,417 + – 0,260) × 10–3 N.m.

  Pour le petit cerceau de rayon 0,12525 m et de masse 0,6244 kg,
on trouve Γ = (1,306 + – 0,180) × 10–3 N.m.

  Compte tenu des incertitudes affichées ces résultats sont les mêmes,
ce qui n’est pas trop étonnant compte tenu des vitesses de rotation du
moyeu de même ordre de grandeur dans ces deux cas.

  En utilisant le moyeu sans cerceau on trouve :

Γo = (12,9 + – 1) × 10–3 N.m et Jo = (1,8 + – 1,7) × 10–6 N.m

 avec : Jo = m . r2 g
 ⁄ ao – 1 – Γo

 ⁄ (ao . m. r)
Avec le logiciel Regressi, l’ordinateur détermine en même temps Jo et
Γo. On peut remarquer que Γo est nettement supérieur à Γ. Est-ce dû au
mouvement beaucoup plus rapide du moyeu par rapport à son axe ?
C’est fort probable. Remarquons que l’incertitude relative sur Jo est
grande, mais la valeur de Jo est pratiquement nulle.

  Voir le graphe et le modèle ci-dessous :
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  En conclusion nous réussissons non seulement à vérifier avec une
très bonne précision le théorème de l’énergie cinétique dans un cas
relativement complexe mais encore à déterminer le moment des couples
de frottement de l’axe du moyeu sur son réa pour diverses vitesses ce
qui peut générer une discussion.

MATÉRIELS UTILISÉS

Chrono-PC : Logiciel et capteur diffusés par l’U.d.P. Depuis novembre
1992, date de réalisation de ces expériences, le logiciel a été amélioré.

Adresse : M. François BOSSERT - Lycée Couffignal - STRASBOURG.

Regressi : Logiciel vendu par :

MICRÉLEC - 4, place Abel Leblanc - 77120 COULOMMIERS.

Moyeu de bicyclette, cerceau en acier, fils...
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