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FORMALISATION ELECTROCINETIQUE

des EQUATIONS DE MAXWELL

Bruno JECH,
Lycée Jean Dautet
17000 LA ROCHELLE

Nous nous proposons dans ce qui suit de donner une représentation
électrocinétique des équations de Maxwell, c'est-a-dire une modé-
lisation de ces équations s'appuyant sur le théoréme de Thévenin-
Norton, Je milieu ou se propage le champ électromagnétique étant
alors représenté localement par une impéditivité, concept analogue
a la notion d'impédance pour les circuits é1ectrocinétiquesﬂ
Cette modélisation présente 1'intérét particulier de conduire a
utiliser les outils de 1a théories des réseaux électriques (dia-
gramme de Bode, etc...) et peut donc étre prisée par les étudiants
et les enseignants en électrotechnique générale. Une telle appro-
che leur permettra en effet de traiter des questions de propaga-
tion électromagnétique (absorption, dispersion,...) a 1'aide d'ou-
tils qui Teur sont familiers. Nous verrons par ailleurs gue ce
mode de présentation permet de symboliser chaque terme des equa-
tions de propagation du champ électrigue, et par la de donner une
interprétation énergétique et une visualisation graphique & ces
termes. Ce dernier aspect présente, nous semble-t-11, des vertus

didactiques et mnémotechniques non négligeables.

La démarche suivie ci-aprés s'apparente au niveau local a celle
suivie en 1886 par Qliver Heaviside (1850,1925) lorsqu'il intro-
duisit la notion d'impédance dans 1'étude des réseaux electriques.
Rappelons & ce propos que le mot impédance a été forgé a partir du
verbe latin 1impedire signifiant géner, empécher, généralisant
ainsi le concept de résistance électrique. De méme, le mot admit-
tance (introduit en 1933) généralisant celui de conductance,
vient du verbe Jlatin admittere signifiant admettre, permettre.
Profitons de 1'occasion pour mettre en lumiére le génie relative-
ment méconnu de Heaviside qui, entre autres choses, simplifia
puissamment 1'énoncé de la théorie de Maxwell, introduisit 1'uti-
lisation des vecteurs en physique, établit 1'équation des télégra-
phistes, étudia la dynamique des charges en mouvement, émit 1'hy-
pothése de 1'existence de 1'ionosphére et posa les bases de ]'ou-
ti] admirable qu'est le calcul opérationnel (pour en savoir plus,
voir par exemple P. Nahin, «0Oliver Heaviside», Pour la Science,
n® 154, aodt 1990, p. 84-91.
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PREMIERE PARTIE : ELABORATION DES MODELES

1/ RAPPELS CONCERNANT LE THEOREME DE THEVENIN-NORTON
I.1) Enoncé

L'électrotechnique générale, c'est-a-dire le domaine englobant

1'électrocinétique, 1'électromécanique, 1'électronique et 1'auto-
matique, fut et reste une discipline particuliérement unificatri-
ce. En effet, domaine priviiégié de la modélisation, les schémas
équivalents y ont pour rdéle premier de faciliter 1'étude de syste-
mes électriques complexes. Or, Tlorsqu'un systéme électrique est
linéaire (c'est-a-dire régi par un systéme d'équations linéaires)
et qu’il s'agit d'étudier son comportement entre deux quelconques
de ses noeuds d'acceées (dipdéle), nous disposons d'un théoréme de
grande importance permettant de considérablement simplifier cette
étude : c'est le théoréme de Thévenin-Norton. Dans le cadre de
T'hypothése harmonique, c¢'est-a-dire lorsque toutes les grandeurs
électrigues actives sont sinusoidales et de méme fréquence (ce qui
permet de mettre en oeuvre les outils de 1'analyse harmonique), ce
théoréme stipule que tout dipdle électrique Tlinéaire est équiva-
Tent a un générateur dit de Thévenin, constitué d'une source de
tension de notation complexe QT en série avec une impédance com-
plexe ;T’ ce schéma équivalent étant Tui-méme équivalent a un
générateur dit de Norton constitué d'une source de courant de

notation complexe LN en paralléle avec une admittance complexe YN.

1 1
DIPOLE 7
u = T ju
LINEAIRE QT
 _ T

Ainsi, un transformateur "vu" au secondaire, 1'induit d'un alter-

n

Y, =1/7,

nateur ou d'une dynamo, un moteur quelconque ou 1'étage de sortie
d'un amplificateur seront représentables par un schéma equivalent

du type précédent, pourvu que leur fonctionnement soit linéaire”.

On généralise le cadre d'application de ce théoréeme a des si-
gnaux €électriques quelconques mais temporellement finis par le
biais du calcul opérationnel (transformée de Laplace, analyse
impulsionnelle), le réle des grandeurs complexes étant alors tenu
par les grandeurs images (impédances-admittances operation-
nelles, ... ).
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Ce théoréme n'est en fait qu'une expression particuliere des prin-
cipes de la thermodynamique, la source de tension (resp. : de
courant) traduisant les échanges d'énergie libre entre le systéme
et son milieu extérieur, 1'impédance de Thévenin (resp. : 1'admit-
tance de Norton) rendant compte des différentes formes de 1'éner-
gie électromagnétique (électrique, magnétique) et des dissipations
énergétiques mises en jeu a l'intérieur du systéme.

I.2) Résistance-inductance-capacité

Un dipb6le linéaire sera dit passif s'il n'échange pas d'énergie

Tibre avec 1'extérieur, auquel cas la tension QT est nulle ; o
étant la pulsation des grandeurs sinusoidales en présence, 1'impé-
dance ;T a pour expression tout a fait générale (j2 = -1)

Z, = R(W) + j.X(w) = ZT(w).exp(jw[w])

R(w) représentant la résistance du dipéle et X(w) sa réactance,
chacune de ces grandeurs étant associée respectivement aux dissi-
pations énergétiques et a la puissance dite réactive ; ¢(w) dési-
gne le déphasage de la tension par rapport a 1'intensité. En re-
présentation parallele, 1'admittance !N aura pour expression géné-
rale

Y, = G(0) + §B(0) = Y, (0).exp(~i0[w]) = —

Tn 7
=T

G(v) désignant la conductance du dipdle et B(w) sa susceptance.
Compte tenu du fait que 1'énergie électromagnétique se présente
sous deux formes (électrique et magnétique) et que le second prin-
cipe implique une dégradation entropique, toute impédance (resp.
admittance) peut é&tre représentée par la mise en série (resp. : en
paralléle) d'une capacité C (terme de "rappel", modélisant 1'éner-
gie électrique de type potentiel), d'une inductance L (terme
"inertiel", modélisant 1'énergie magnétique de type cinétique) et
d'une résistance R (traduisant les dissipations énergétiques).

Ces modéles peuvent également étre interprétés comme des opéra-
teurs permettant de passer d'une tension 3 une intensité (ou réci-
proguement) et peuvent donc étre représentés par le schéma bloc
suivant

-——>—OPERATEUR
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Nous donnons c¢i aprés le tableau des trois modéles fondamentaux de
dipdles passifs avec leur opération associée, les opérations étant
effectuées sur une tension.

REPRESENTATION
MODELES OPERATION COMPLEXE OPERATEUR
. G multiplicateur
— " F+—| <=6 I=6uU
——. par une constante
4
L t U
LW )| s— =1 u.dt I = — intégrateur
AR L jlLw
0
Cc
——3~+ F————— i = C.g% I = jCw.U dérivateur
e BT
AL

11/ REPRESENTATION ELECTROCINETIQUE DES EQUATIONS DE MAXWELL
II.1) Solution type O.M.P.P.

. . . . . . . . . =
Etant donné un référentiel ou sont repérés les événements (r,t),

nous savons que 1'analyse de Fourier-Laplace d'une part, la linéa-
rité des équations de Maxwell en milieux linéaires d'autre part,
permettent de nous limiter — sans pour autant restreindre 1la
généralité du propos — a 1'étude des solutions électromagnétiques
de la forme
F(M,t) = F.exp(jlut-K.7])

solutions dites ondes monochromatiques planes progressives (en
abrégé : O0.M.P.P.) ; w est la pulsaticn de 1'onde et E le vecteur
d'onde complexe (indépendant de T et de t, tout comme E, amplitude
complexe maximale de 1'0.M.P.P.). Toute solution générale sera
alors obtenue par combinaison linéaire d'O.M.P.P.3. Au vecteur
d'onde ?, nous pouvons associer 1'indice complexe n défini par

- W -
K =n—u
= - c

ol ¢ est la célérité de la lumiére dans le vide et u la direction

de propagation.

3 En fait, nous appliquons ici 1l'analyse de Fqurier’é l’éyolution
temporelle du signal et 1'analyse de Laplace a son évolution spa-
tiale, kK étant complexe.
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Nous savons que lorsqu'il s'agit d'étudier spécifiquement les
O.M.P.P., 1'opérateur dérivation temporelle est identifiable a jo
(S{ = jw) et 1'opérateur nabla i —jE (7 = —jz), si bien que,
(£0,p0) désignant les constantes électromagnétiques du vide, (?,6)
représentant le champ électromagnétique, p le champ densité
d'électricité et j e champ densité de cour:nt total, les équa-

tions de Maxwell prennent pour expression

K8 =o0 8- RE-3
E = dp /e, KAB + wc B = i Jd

by

11.2) Réduction des égquations de Maxwell au champ électrique

En reprenant les égquations preécedentes, nous avons donc

TR e

soit, en divisant tout par j“n

R IR L . _
-)E;a(k'g)K + JE;;B E - JLU”E =7

ou encore, en utilisant Te théoreme de Gauss et 1'indice complexe

n

(1) nep U+ jsow(ozi - E’) =3

Les termes de gauche étant homogénes a une densité de courant,
1'expression précédente est donc analogue & une Toi des noeuds.
Dressons alors le tableau analogique suivant

ELECTROCINETIQUE TERMES DE CHAMP

intensite densité de courant
tension champ électrique
capacité permittivité

Compte tenu de ce qui précéde, nous pouvons représenter 1'équation
(I) sous la forme suivante que nous désignerons par représentation

de Norton des équations de Maxwell
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- . 2
ncp u Jcomﬂ E

fa 6 ——-

Représentation de Norton

Nous pouvons également écrire 1'équation (I) sous la forme

_ 1 - Bl 1
(1) E = J-C—O“)QCEQU +n'E - jcowj

Les termes de droite étant homogénes a un champ électrique,
1'équation (I') est analogue a une 1loi des mailles et nous Tlui
associerons donc la représentation dite de Thévenin des équations
de Maxwell, représentation que nous pouvons obtenir directement a
partir de celle de Norton grace aux régles de passage entre les

deux schémas équivalents

o] ()
ﬁgceqﬂ O

Représentation de Thévenin

Iml

I1.3) Modélisation d'un milieu linéaire et isotrope

Dans ce qui suit nous supposerons (ce qui est treés souvent le cas)
que le champ densité d'électricité pq est nul et que les phénome-
nes magnétiques sont négligeables (milieu non ferromagnétique,
influence du champ magnétique négligeable).

Considérons une population (densité volumique 7n) de porteurs de
charge q et de masse m. A un instant donné, supposons pour simpli-
fier que tous les porteurs sont écartés de v de leur position

d'équilibre et qu'ils ont tous la méme vitesse V par rapport au
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référentiel d'étude. Dans le cadre de 1'hypothése harmonique, ¥ et
V varient sinusoidalement et nous avons donc
Vo= juR
Par ailleurs, le champ densité de courant associé a ces porteurs a
pour expression
J = an > 3 = nqv = jumqﬁ
Nous allons supposer maintenant que chacun de ces porteurs est
soumis aux forces suivantes
— la force électrique q.E(M,t) (nous négligeons les forces
magnétiques) ;
— une force de rappel de la forme —m.mﬁﬁ (pouvant étre nulle
dans le cas des porteurs libres) ;
— une force traduisant des dissipations énergétiques que
nous poserons égale a —%-Y.
En appliquant le principe fondamental de la mécanique a chaque
porteur, il vient

w9 B s QB - omoR - Y

L L
soit encore : m[mé—w“ + jg)ﬁ = qE
En utilisant 1'expression du champ densité de courant, il vient en
posant R = mz , coefficient que nous appelerons rédsistivité
ng’t
2
g m 2_y2,:913 . Yot
E = - z[wo—m +]€]A = R{1 + jrow + J
jung

Dressons alors le tableau analogique suivant

ELECTROCINETIQUE TERMES DE CHAMP

résistance résistivite 2

inductance inductivité £ = Rt

capacité capacitivité €& = 1
R T

Le milieu peut donc étre localement modélisé par le schéma équiva-
Tent suivant

—_:%j—j»—ﬁﬂgﬂ—n—g—— ¢ = R, zmg .
E
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Nous constatons que la résistivité X est liée aux dissipations
dans le milieu, 1'inductivité a la nature inertielle des porteurs
et la capacitivité aux termes de rappel s'exercant sur les por-
teurs (il n'y aura donc pas capacitivité pour des porteurs 1i-

bres). Nous appellerons impéditivité % (son inverse étant
ltadmittivite Y) la grandeur complexe
L2+t 5 E-23  F-uE
)4 . . 1
constante de temps : t = % pulsation de résonance : w, = —
/€8

Un milieu quelconque étant constitué d'un mélange de porteurs,
libres ou non, de type différents, nous pourrons représenter cha-
cune des populations de porteurs a 1'aide d'une branche analogue a
celles représentées ci-dessus, chacune de ces branches étant
caractérisée par une impéditivité gj. Lte champ densité de courant
total résultant de 1a somme des différents champs densité de cou-
rant, nous pourrons donc modéliser le milieu par 1'ensemble de ces

différentes branches connectées en paraliéle.

3
E MME s

milieu

I1I1.4) Propagation d'une O.M.P.P. dans un milieu linédaire
I1 résulte de ce qui précéde gue nous pouvons représenter locale-

ment un milieu linéaire et isotrope par une admittivité équivalen-

te ¥ telle gque

J=1y.¢

Faire se propager une O.M.P.P. dans ce milieu (avec pq = 0) re-

vient a connecter le pseudo-générateur de Norton (resp. : de Thé-
venin) a l'admittivité (resp. : 1'impéditivité) représentative du
milieu, soit : 3

jc wn £

O = ||

Représentation de Norton Représentation de Thévenin
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En utilisant 1'analogue de la loi du diviseur courant (resp. : de
tension), il vient immédiatement

2 _ 1 _ 1 1
(1n nto=1 je w= T 1+ je mz Zz
[¢] 0T —i

Afin d'interpréter cette relation, il convient de remarquer que si
elle est multipliée de part et d'autre par le rapport (w/c)z, nous
avons, kO désignant la pulsation spatiale de 1'onde dans le vide

2 2 . 1

L S N

1 -1
Nous obtenons ainsi 1'équation de dispersion-absorption des ondes
électromagnétiques par le milieu. Nous pouvons en effet poser
k= kr - Jke = (nr_Jne)kO

les relations kr(w) et ke(w) traduisant respectivement les lois de
dispersion et d'absorption des ondes électromagnétiques par le
milieu, les termes n, et n_ représentant respectivement quant &

eux les indices de réfraction et d'extinction.

II]/ DISCUSSION ENERGETIQUE

Considérons 1'équation locale de conservation de 1'énergie éelec-
tromagnétique, soit
E-j = —div(ﬁ) - 940
At Tem
EnB

ou i T est le champ de propagation énergétique dit de Poynting
et e . 1e0champ densité volumique d'énergie électromagnétique dans
le vide. Sans limiter 1a généralité du propos, nous pouvons consi-
dérer que 1'0.M.P.P. se propage suivant 1'axe 0z (de direction 32)
du référentiel d'étude et nous supposerons par ailleurs que 1'onde
est polarisée rectilignement suivant 1'axe Ox (de direction Ux).
Nous avons alors, en grandeurs réelles et avec les notations défi-

nies au I11.4)

B = (k-jk )U = E = E cos(wt-k z).exp(-k z)U
r @ z 0 r e X

En posant n = n.e_Jw, le champ magnétique prend alors pour expres-
sion

_n e _ =
B = CE cos(wt—k z-p).exp(-k z)u
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Nous en déduisons que

div(T) = lsownZEzexp(—2kez)(2.sin(2[b>t—krz—w]) - sin(zw)]

2
9. = _lc wEPexp(-2k z)[sin(2[wt-k z]) + n’sin(2[wt-k z-w]))
at em 20 70 e r r
Considérons maintenant le modéle de Norton : il va de soi d'asso-

cier la source de densité de courant au flux local de puissance
électromagnétique div(ﬁ) ; par analogie avec le calcul de la puis-
sance électrique en théorie des réseaux électriques, le flux local
de puissance électromagnétique fournie par la source de densité de
courant a pour expression (R signifiant partie réelle de)

—R(jguqug)-k(g) = %{Owansexp(-Zkﬁz)(Sin(Z[wt—k'z—w])—sin(2w))

Quant a la densité volumique d'énergie électromagnétique mise en

jeu dans la capacitivité Eos elle vaut

o 1. =22 _ _l, 2 _ . -
ﬁ[?togj = 2sO(uEUexp( 2k(_z).s1n(2[wt krz])

Nous constatons que notre modele de Norton ne rend compte que
partiellement des échanges énergétiques entre le champ électroma-
gnétique et le milieu. Si nous voulons modéliser totalement
1'équation de conservation de 1'énergie électromagnétique, il nous
faut ajouter au modéle de Norton précédent le générateur de Théve-
nin en court-circuit suivant

2

jE W
JE L0

S=-p [} =[O ==

L'interprétation de cet additif au modéle initial est aisée

compte tenu de 1'existence de 1'équation de Maxwell-Faraday, la
source de champ ﬁ représente la partie du flux local de puissance
électromagnétique mise en oeuvre dans la magnétisation du vide

symbolisée par la capacitivité £

B.U.P. n° spécial enseignement supérieur



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 67

IV/ MODELISATION "BOUCLEE" DES EQUATIONS DE MAXWELL
Nous pouvons exprimer de fagon simple le fait que les équations de

Maxwell impliquent 1'existence d'ondes électromagnétiques en re-
marquant que toute variation temporellie de champ électrique induit
un champ magnétique variable qui induit Tui-méme un champ électri-
que variable et ainsi de suite. Or, force est de reconnaitre que
la modélisation précédente passe sous silence cet aspect des cho-
ses. Pour pallier cela, nous allons recourir a une représentation
quadripolaire usant de quadripéles idéaux multipliicateurs par une
constante, analogues aux sources de tension idéales commandées par
une tension et ayant les caractéristiques suivantes

— densité de courant d'entrée nulle (impéditivitée d'entrée

infinie) ;
— source de champ électrique idéale en sortie (impéditivite

de sortie nulle) ;

— transmittivité (analogue de la transmittance) : n.
[ [
I T T

U}
ml

‘ 2t (D e | o | e

En utilisant alors la représentation de Thévenin et le milieu
étant modélisé par une impéditivité Z, le modéle obtenu en III) se

ramene alors au schéma suivant

n
—

E
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Une telle modélisation présente ainsi 1'intérét de restituer a
partir d'éléments simples (quadripdles, capacitivités 50) e ca-
ractére "bouclé™ de 1'induction électromagnétique en régime varia-
ble, le phénoméne d'induction électrique ou magnétique proprement
dit étant modélisé par les quadripdles Q4. Par ailleurs, ce modéle
permet de retrouver aisément 1'expression (II) et rend compte du
fait qu'il n'y a pas propagation en régime stationnaire, la capa-
citivité o vouvrant" la boucle Jlorsque w = 0 (découplage des
champs électrique et magnétique). Dans ce dernier cas, 1'admitti-
vité ¥ se réduit & une conductivite 4% et nous retrouvons la loi

d'Ohm locale bien connue, soit : 3 = %;,E’,

Nous pouvons a cet égard remarquer que les oscillateurs électro-
niques ont, eux aussi, une Structure bouclee.
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DEUXIEME PARTIE : APPLICATIONS

Dans ce qui suit, nous supposerons comme précédemment que la den-
sité d'électricité de charges non polarisées pq est nulle et que
les effets magnétiques sont négligeables. Par ailleurs, le modeéle
de Thévenin-Norton établi au II.4) suffira aux études que nous

nous proposons de développer.

I/ PROPAGATION DANS LE VIDE ET DANS UN CONDUCTEUR IDEAL
Le vide pouvant étre modélisé par une impéditivité infinie, 1la

propagation électromagnétique dans le vide peut ainsi étre symbo-
lTisée par un pseudo-générateur de Thévenin en circuit ouvert
(fonctionnement "a vide'" du générateur) ; nous avons ainsi

£=m s J=0 s nE=E » n° =1 5 n=x
La racine négative étant relative aux ondes régressives, nous ne

conserverons que la racine positive.

Un conducteur parfait se caractérisant par une impéditivité nulle,
le pseudo-générateur de Norton est cette fois en '"court-circuit"

nous aurons donc le schéma équivalent suivant

jfownz_ﬁ

& — - [-3

Nous en deduisons immédiatement que champ électrique et courant
doivent étre nuls & T1'intérieur d'un conducteur parfait : une
O.M.P.P. ne peut donc y pénétrer.

11/ EFFET DE PEAU

Considérons maintenant un milieu purement ohmique de conductivite

(inverse de la résistivite) %, sollicité par une O.M.P.P. basses

fréquences, c'est-a-dire telle que 1'effet de 1la capacitivité
u

puisse étre négligé devant celui de %. Nous obtenons donc le sché-

ma équivalent suivant
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3

jﬂownzg

o )

o 2 2 _ 1 _ 0 _.n
€€ = jewnE 5 n° = jgowg = —o—exp(-i3)

11 en résulte que
1
2 1
% G
SN (ol R T et RV RT
- - 20 - - c - 2

Nous faisons ainsi apparaitre 1'épaisseur de peau & définie par

1 / poﬁm
s 2

cette épaisseur donnant 1'ordre de grandeur de pénétration de

N

T'onde a 1'intérieur du conducteur.

111/ PROPAGATION DANS UNE POPULATION DE PORTEURS LIBRES
Généralisons 1'étude précédente en utilisant la modélisation du

11.3) appliquée & une population de porteurs libres (gaz d'elec-
trons libres d'un métal, plasma). La pulsation @, est ici nulle et

1tadmittivité du milieu a ainsi pour expression

y_] = %(1 + W)
D'ot i1 vient : n® = + L S
: - jEDw(1+jrw)
Introduisons la variable réduite x = wt et la constante”
5 - (9
x = (wr) = TL
P » A
I
En posant n = n.exp{(-jy), nous avons ainsi
1+ jfx - 2L
n° = X = n“ex (-23jy)
- 1 + jx p J

Nous avons alors tout intérét a représenter n dans le diagramme de

Bode constitué des graphes de Nig = 10.70g(n) et de ¢ en fonction

x o2 ,
n, = 2,5 109[1+[x—;ﬁ} J - 109[1+x )}
2

X
Y= %(arctan(x) - arctan[x—;f}]

de log(x)

Remarquons que wp est du type pulsation plasma.
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Nous avons donné ci-aprés Jles représentations graphiques des
expressions précédentes avec un parametre xP de 500 (ordre de
grandeur relatif a une population d'électrons libres dans un mé-
tal). Remarquons que :

— pour x<1, nous retrouvons 1'effet de peau caractérisé par
une décroissance de -5 dB par décade pour LI et une phase

de z

A

— pour 1<x<xp, décroit avec un taux de -10 dB par décade

n
dB
. i . .

et 1a phase voisine 5 1'indice complexe est pratiquement

imaginaire pur et nous sommes donc dans une zone d'absorp-

tion quasi totale dont la largeur en pulsation Babc a un

ordre de grandeur de
B = %(xp—1) ~ mp

abs

DYAGRAMME DE BODE RELATIF A LA PROPAGATION ELECTROMAGNETIQUE DANS UN METAL
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1vV/ POLARISATION 10ONIQUE
L'étude faite au 11.3) convenant parfaitement a4 la modélisation de

la polarisation ionique (avec comme cas particulier Ta polarisa-

tion électronique), 1'expression (II) nous donne

: 1 1
n’ =1+ T -
3 wgr
R1+jT0+—
J(;)
Prenons comme variable réduite x = w/mO et posons Q = W et
no = 1+——J—T— ; il vient alors
0 . 2
Re Tw
00

= nexp(-2jv)

Nous pouvons la encore tracer le diagramme de Bode relatif a n

e SR )
v = Harctan[a[x-1]] - arctanfa[=22])}

Ce diagramme est donné ci-aprés pour ng = 1,5 et pour les valeurs
Q=10 et Q = 104. Remarquons que

— le diagramme tend vers un diagramme limite lorsque Q@
augmente.

— la zone d'absorption est d'autant plus clairement délimi-
tée par la variation de la phase que Q est important (cre-
neau rectangulaire de y de valeur %). La bande d'absorp-
tion a pour largeur en pulsation

Bahg = (n0—1)m0.
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DIAGRAMME DE BODE RELATIF A LA POLARISATION ELECTBO-I10ONIQUE
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V/ POLARISATION D'ORIENTATION
Nous allons étudier la polarisation d'orientation dans le cadre de

la théorie de Debye. Bien que la modélisation proposée au I1.3) ne
convienne pas pour le phénomene d'orientation, nous allons montrer
que Nous pouvons néanmoins associer a ce phénoméne un modéle élec-
trocinétique. En effet, la théorie de Debye stipule que le champ

de polarisation P du milieu est régi par 1'équation

ou X, est la susceptivité électrostatique du milieu, ne o sa pola-
risabilité volumique (en régime stationnaire) et T, le temps de
relaxation mis par les dipdles permanents pour atteindre leur
orientation d'équilibre. Le courant de polarisation ayant pour
expression 3 = g¥ﬁ, dans le <cadre de 1'hypothése harmonique

1'équation précédente prend pour forme

Par identification, nous pouvons donc définir la résistivité &, la

capacitivité £ et la constante de temps T du milieu par

i Xq
R = = € x T = RE = —1
mnx € 070 nao D
0 0 Q
En milieu peu condensé (gaz), on a donc © = T_. En définitive,

nous avons

a=%(1+;]3=13

jwr )= y

Utilisons alors 1'équation (II) et introduisons la variable rédui-

te x = wr ; il vient
n' o= ! S I 1+ *o
Je Wk 1+.1 1 + jx
i jor
ou encore, en posant n5 = 1+xO
1+ in °x )
2 2 0 2 .
n =n = nexp(-2jy)

ol 1 + jx
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Le diagramme de Bode relatif a l1a polarisation d'orientation porte

donc sur les expressions suivantes

_ - 2
N = 10.1og(n0) + 2,5(109(1+nO x7) Tog{(1+x i

Y = %(arctan(x) - arctan(ngzx)J

Ce diagramme est donné ci aprés pour n, = 1,5. En basses fréquen-
ces, il n'y a pas de déphasage entre le champ et le courant 3 :
les dipdles "suivent" le champ. En hautes fréquences, 1'indice est
pratiquement égal a 1'unité et le phénoméne d'orientation est

alors tout & fait négligeable.

DIAGRAMME DE BODE RELATIF A LA POLARISATION D’ ORIENTATION
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CONCLUSION

I1 est loisible d'objecter a ce qui preéecéde que nous n'avons en
general pas un acces direct au moduie et a 1'argument de 1'indice
complexe n, la tradition voulant que soient plutdét mesurés les
indices de réfraction n_= n.cos(y) et d'extinction n_= n.sin(y)
(1ié au coefficient d'absorption). Toutefois 11 convient de remar-
quer que, lorsque ¥ est quasiment constant, les courbes de Bode
représentatives de s donnent n et n, a une translation vertica-
le prés. Par ailleurs, en dehors des zones d'absorption, c'est-a-
dire quand v = 0, ces mémes courbes de Bode permettent d'obtenir
rapidement une détermination graphique de la vitesse de phase et
de la vitesse de groupe (cf appendice 1).

En tout état de cause, 1'intérét didactique de ce mode de présen-
tation réside, nous semble-t-il, dans les points suivants

-— il permet d'utiliser Tles méthodes usuelles de la théorie
des réseaux électriques pour traiter des probiemes
d'optique ;

— ce faisant, i1l y a donc économie de moyens mis en oeuvre
par unification, aspect des choses d'autant plus flagrant
lTorsqu'est étudiée la susceptivité complexe ¥ & la place
de 1'indice complexe n (cf appendice 2) ;

— comme pour les réseaux électriques, nous pourrons étendre
aisément 1'étude précédente a celle de la propagation de
signaux quelconques mais temporellement finis dans des
milieux linéaires par le biais du calcul opérationnel ;

— enfin, par 1la modélisation des différents phénoménes
intervenant dans la propagation, ce mode de présentation

conduit a isoler et a symboliser chague phénoméne énergé-

tique, permettant ainsi d'apprécier plus aisément
1'influence de ces phénoménes sur la dite propagation.
Buumo JECH

La Rochelle, octobre 1993
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| APPENDICE 1 |

Nous savons que, par définition, les vitesses de phase et de grou-

pe d'une onde électromagnétique ont pour expression

" T Tk T Th Yy % TK
T r r
Lorsqu'il n'y a pas absorption, nous avons ¥ = 0 et donc n_=n.

Nous en déduisons immédiatement que

5 -n
1og(zgj = _T%B > v = C.10_(0’LndB)

Par ailleurs, la vitesse de groupe a pour expression

_ dw _ 1 _ 1 _ 1
’U9 = C.—d(nw) = ’L)(».‘ +gd_n = ’U(b.1 N d(]O [n]) = M¢.1+1_
ndw d(Toglw]) 10°

p désignant ici la pente de la tangente 3 la courbe de Bode repré-

sentative de Mg a la pulsation considérée. Nous avons donc

Enfin, & titre de curiosité, on vérifiera aisément que

02 1
log U¢U = gy * Tog{1+0,1.p)
g
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| APPENDICE 2 |

Dans le cadre de 1'étude optique d'un milieu, i1 va de soi que
nous privilégierons 1'expression de 1'indice compiexe n. Rappelons
toutefois que cet indice est identifiable a la permittivité com-
plexe relative £, du milieu, permittivité elle-méme liée a 1la
susceptivité complexe ¥ par

XZEr-1:thﬂ

Dans le cas du vide, cette susceptivité est nulle (puisque ¥ = 0).
Pour la polarisation d'orientation, )X prend pour expression stan-
dard (avec 1les notations données précédemment, X, désignant 1la

susceptivité électrostatique)
Xo
L N TS
C'est 1a 1'expression caractéristique d'un systéme du premier
ordre — analogue a celle de la transmittance d'un filtre passe
bas élémentaire par exemple — en parfaite conformité avec Jla
nature physique du phénoméne.

Dans le cas de la polarisation ionique, nous avons
X,Q

Z=‘[—(—D'. ) 1
Ix[1+3Q x—;

Nous reconnaissons 1a une expression analogue a celle de la trans-
mittance standard d'une réponse en position (donnant lieu & un

phénoméne de résonance en amplitude).

Enfin, en étendant le domaine d'application du concept de suscep-

tivité — initialement du ressort de la théorie des diélectriques
(porteurs 1liés) — aux populiations de porteurs Tlibres, nous
avons

XZ

I
S TSI
Nous pouvons donc modéliser cette susceptivité complexe par 1la
mise en série d'un intégrateur et d'un systéme du premier ordre.
Dans le cas du métal parfait, on remarque enfin que cette suscep-
tivité est évidemment non définie (porteurs "totalement" Tibres).

X X X
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