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INTROOKTION 

Pour illustrer, dans un cours d'introduction, les principes de la 

mécanique quantique, on étudie en général les états stationnaires lies d’un 

système à une dimension. En fait le champ d'investigation est très 

restreint car peu de problèmes ont des solutions analytiques aisées à 

établir. Les études sont limitées à l'oscillateur harmonique et au puits de 

potentiel carre de profondeur finie ou infinie. Pour chacun de ces 

problèmes. la rkolution mathématique utilisée est différente. Pour le 

puits de potentiel carré de profondeur infinie, la ksolution est très 

simple Cl]. Pour le puits de potentiel de profondeur finie, une résolution 

graphique s'impcee Cl], tandis que pour l'oscillateur harmonique une 

résolution polynôniale 121 ou une rkolution à l'aide d’opérateurs cr+ation 

et annihilation peuvent être envisagées [3]. Les idées de la physique sont 

“noyées” dans tout cet arsenal mathématique et l'étudiant débutant en 

nécanique quantique voit mal le lien qui peut exister entre ces différents 

problèmes. De plus , si les valeurs propres sont déterminées assez 

aisément, l'allure des fonctions propres correspondantes est toujours plus 

pénible à préciser. 

Dans cet article, pour intégrer l’équation aux valeurs propres de 

l’opérateur hamiltonien. nous avons adapté la méthode numérique proposée 

rkenment pour des problèmes à trois dimensions à symétrie sphérique [4]. 

Cette méthode permet de lever toutes les difficultés que nous venons de 

mentionner. Le potentiel caractéristique du système peut être quelconque. 

Les fonctions propres et les valeurs propres sont calculées simultanément. 
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En outre. cette s6thcde présente l'avantage de bien illustrer le fait qu'a 

une valeur propre donnée est toujours associée une fonction prcpre dont le 

coaporteaent asymtotique est physiquesent acceptable. 

Les calculs ont été effectués à l'aide du langage C de Bot-land installé sur 

un sicro-ordinateur comatible PC ( processeur 80386 avec coprucessaur ). 

PRESENTIITIOW DE LR tlETHOOE 

Rechercher les etats stationnaires d’un systèae physique revient à 

résoudre l'équation de Schrodinger ihdépendante du tegs (ou équation aux 

valeurs pt-qwes de l'opérateur haailtonien H) qui lui est associée : 

2 2 
H Y(x) = - h dP + V(x) ‘i’(x) = E ‘y(x) 

2~ dx2 
(1) 

où V(x) est la fonction énergie potentielle du systèse à une disension ; E 

est la valeur prcqre de H associée à la fonction propre non d6g&-kr&e 'f'(x). 

L'origine de l'axe xx' est choisie dans le voisinage du l inieua, noté Vninp 

de la fonction V(x). Les états lies du systhe sont caractérisés par des 

valeurs propres cosorises entre Vnin et la plus petite des deux valeurs 

prises par la fonction V(x) lorsque x tend vers plus ou soins l'infini. 

L'équation (1) peut s'kcrire scus une forme différente. En faisant le 

changement de variable x = CX où C est une constante, on obtient : 

soit : 

fi t -$ E - V(X) ) Y = 0 
dX2 hz 

avec : 

2 
G-Y t ( E - v(X) ) Y : 0 
dXZ 

(2) 

E = 7’ E ; v(X) = 7’ V(X) 

Pour intégrer l'équation (2). on peut introduite la fonction y, définie 

par : 

Y, ,- 
dX 
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L'4quation (2) peut s’écrire sous la forme d’un système de deux équations 

diffhentielles cowSes du premier ordre : 

$u 
L = f,(X.Y;c) = ( v(X) - E ) Y 
dX 

St! = f2(YI,) = Y> 

dX 

(3) 

On peut intégrer ce systhe en utilisant la mWxde récurrente de 

Runge-Kutta d’ordre 4 C51. Les valeurs prises par les fonctions \Y* et Y 

dépamdent du paramètre E et des conditions aux limites imposées à chacune 

d'elles. 

Pour les états stationnaires liés les fonctions propres sont des fonctions 

de carré sommable. Oe ce fait, on doit iapcser à Y(X) d’être nulle quand X 

tend vers moins l'infini. Le principe de la méthode prcpceée est de choisir 

les valeurs du paramètre E peur que la fonction d’onde tende également vers 

0 quand X tend vers plus l'infini. Nous obtenons ainsi siwltanément les 

valeurs propres et lea fonctions propres correspondantes. 

Dans la pratique, l'intégration numérique de ces deux équations nous amène 

à définir une valeur positive X, suffisament grande devant une dimension 

caractéristique du systèaa considéré et à donner à Y una valeur nulle quand 

la variable X est égale A -XL. Pour cette valeur -XL nous attribuons à Y1 

une valeur faible mais arbitraire. Les pa rasètres E qui donnent une 

estimation correcte des valeurs prwree sont ceux qui imnt. par 

récurrence croissante, à la fonction Y d’être nulle quand la variable X est 

égale à +XL. Les valeurs propres sont donc déterminées par essais 

successifs. Leur estimation est d’autant meilleure que la fonction Y est 

calculée prkiseaent. Pour cela le pas d'incrhsntation sur la variable X 

doit être tr-ks faible. Dam nos calculs - avons pris 10000 points entre 

-XL et +XL. 

Les valeurs de E déterninées par cette aéthoda dépendent donc légèrement de 

XL et sont entâchées d’une erreur systématique d’autant plus faible que XL 

est grand. En outre la scaaation des valeurs prises par le cart-6 de la 

fonction P au cours de la r&c.ut-rente permet d'obtenir une normalisation de 

la fonction propre qui rend cette dernière indépendante du choix arbitraire 

pour la fonction Y, en -XL. 
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UTILISATION DE LA IiETtKKlE 

Pour illustrer la validité de cette mkthode. - allons tout d'abord 

nous intéresser A deux problèmes qui ont des solutions analytiques. 

Le premier est le puits de potentiel de profondeur infinie centré sur 

l'origine de l'axe des x. L'origine de l'énergie potentielle est choisie au 

fond du puits. Pour ce prcblèae particulier où la fonction d’onde est 

évidement nulle en dehors du puits ( et pas uniquement lorsque 1x1 tend 

vers l'infini ), on doit nécessairement faire correspondre les deux valeurs 

*XL aux deux bords du puits. L'kwation à ksoudre est alors : 

2 
C+,Y=0 
dX2 

avec -X, < X < +X, et Y(iX,) = 0 

Un calcul analytique simple montre que les valeurs pt-cpree sont données 

par : 

E = nz (ll/2X,)2 avec n E N* 

Les états pairs cor mspondent aux valeurs impaires de n et vice-versa. En 

choisissant pour simplifier X, = II/2. les valeurs propres sont donn6es par 

E = n2- 

L'intégration numérique permet de retrouver avec une bonne précision 

l'ensetile de ces résultats. Le tableau 1 donne les valeurs de la fonction 

'Y en tX, pour divers paraaètres E choisis dans le voisinage de la valeur 

propre cor mspondant à l'état fondamental (E = 1). 

x, = n/2 ; Y(-X,) = 0 

E vq 1 

0.9998 l 0,000251 

0.9999 ~0.000125 

1.0000 0.000000 

1.0001 -0.000125 

1.0002 -0,000251 

TableaU 1 

Ces rbsultats montrent que la valeur prcf3t-e peut être détersinke sans 

abiguité. 
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Sur les figures la A Id sont repr&.ent.&s les quatre premières fonctions 

propres. On constate qu'elles pceshdent bien la bonne parite. 

AY 
E=t 0 E=4 

Y./ 
X 

+x, -x, --XL 0 

X 

XL 

v 

fiqures la à Id 

Fonctions prcpres correspondant aux quatre premiers niveaux du puits de 

potentiel de profondeur infinie (x, = 1112). 
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X 

+XL 

i7- 

Ez5 Ay @ E=7 Ay @ 

X X * ! w 
i-XL -x, 

Ol 
+XL 

Figures 2a à Zd 

Fonctions PrcO- correspondant aux quatre premiers niveaux de 
l'QScillat.eur harmonique (X, : 5). 
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Le second prcblèms qui pceskie des solutions analytiques est celui de 

l'cecillateur hwaonique dont la fonction énergie potentielle est 

V(x) = 112 Dw2x2. Les valeurs propres sont don& par E = (n + 112) W et 

les fonctions prcpres contiennent les pôlynôœs de Hermite [Zl. Dans ce cas 

nous devons écrire : 

222 
V()o = = x2 

h2 

En choisissant C de telle sanière que v(X) = X2 KILIS &t.enom a l’aide de 

la relation (Zbis) : 

les paramètres E qui conduisent à des solutions physiquement acceptables 

sont donc les nohres entiers impairs. 

les figures 2a à 2d montrent l'allure des fonctions pmpres calculées avec 

x, = 5. Ce choix conduit à une erreur systématique relative très inférieure 

à 10 -' sur les valeurs de E. Ceci peut se justifier car la fonction prwwe 

de l'état fondaœntal de l'oscillateur harsmique est proportionnelle à 

exp(-X2/2) dont la valeur 3,72 10e6 pour X = -XL est très prcche de 0. 

Pour copléter cette étude, cm peut suppœer que la particule quantique 

possède une charge q et qu'elle est plache dans un champ électrique 2 

uniforae et parallèle à l'axe des x. Oans ces conditions, il faut ajouter à 

l'énergie potentielle le ter-se -qlElx. Il est donc nécessaire de rk0udt-e 

l'équation différentielle : 

2 
cf + ( E - x2 
dX2 

+ xx ) Y = 0 

où X est une constante qui dépend des caractéristiques de la particule et 

du chaap électrique. On se ramène au problème précédent en effectuant le 

changement de variable X' = X - X/2. Les valeurs propres sont celles de 

l'oscillateur harmonique disinuhs d’une quantité constante égale à X2/4 

indépendante du signe de la charge q et du sens du champ électrique. Les 

fonctions prcpres sont celles de l'oscillateur harmonique & condition de 

décaler l'origine des X de X/2. 

Les résultats obtenus par l'intégration nus&-ique confirœnt l'ensehle de 

ces prhisions. Ils scmt représentés sur les figures 3a à 3d pour X, = 5 et 

X = 0.6. On doit les comparer avec les rksultats des figures 2a à 2d. 
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E,4.91 

4 -XL 

X b- +XL 

Figures 3a à 3d 

Fonction Pi-CQres correspondant aux Quatre premiers niveaux de 

l'cscillateur hanwnique plongé dans un champ électrique consranr (XL = 5). 
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Les pmblèœe que mus vemns da traiter sontre&a validité de la 

s&hode prcpœk pour d&.ersiner les états staticmaims d’un système 

physique. Nous allons saintenant l'appliquer à trois prcblèses qui ne 

pcesèdsnt pas de solutions analytiques. 

Le premier concerne l'cecillateur "anharmonique" [6]. Par définition, 

l'bnergie potentielle de cet oscillateur est celle de l'oscillateur 

harsonique augsentée d’un terœ lx’- C’est un excellent exeqle 

d'application de la théorie dae perturbations stationnaires pour les 

systèœs non dégénérés. En utilisant le sêœ changeœnt de variable que 

pour l'cscillateur harsonique. l'équation a rbwdre est alors : 

2 
4-z t ( E - x2 
dXZ 

- lJx3 ) Y = 0 

où p est une constante qui dépend de rl et des caractéristiques de la 

particule. L'approxisation au second ordre dee valeurs propres déduite da 

la théorie des perturtmtions est: 

E = 2n + 1 _ 15 (2n + 1)' + 7 p2 

16 2 

Les niveaux d'énergie ne sont plus régulièreœnt espacés cosse ceux de 

l'cscillateur harmonique sais se resserrent quand n augœnta quelque soit 

le signe de V. La théorie des perturbations perœt @leœnt d'écrit-a assez 

aiséœnt le développement au presier ordre des fonctions propres du systha 

perturlzé sur la base des fonctims propres de l'oecillateur harsonique. La 

p1vt-t des ouvrages de sbcanique quantique ne donne aucune reprbmtation 

graphique de tee fonctions. 

La méthode d'intbration nuaérique perœt da retrouver les valeurs prcwee 

et présente l'avantage de visualiser l'allure des fonctions propres. Dans 

nce calculs, - avons choisi X, = 5 et un terœ perturtmteur tel que 

p = -0.08. Le tableau II coqare les valeurs propres des quatre presiers 

niveaux calculées à l'aide de la théorie des perturbations a celles que 

nous avcmsdétersinkee. 

x,=5 ; I(-xL) = 0 

6 E 
integr pert. 

0.995523 0.9956 

2.970643 2,971b 

4,919477 4.9236 

6.840340 6.8516 

Tableau II 
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E = 4.919477 AY 0 

X 
t 

-XL +XL 

l 

E = 6, a40340 Y  @ 

X 
- 

-XL 
0 

+XL 

Fiqures Aa i Jd 

Fonctions Prcpres corresponaant aux quatrr premiers niveaux de 

l’cscillateur anharmonique (X, = 5). 
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Hous ccflstatons que les rkultats Sont en excellent accord. Four 

l'intégration nue&-ique. nous avons dû prkiser la valeur de E jusqu'à la 

sixièee dkimale pour que la fonction d’onde tende vers 0 quand X = X,. Ces 

six chiffres ne cor mepondent pas toutefois à une prkisioh de l'ordre de 

10-6 car les résultats dépendent de la valeur de X, et du nobre de pas 

d'incrkeentation. 

Les fonctions prcw-es cormsponda nt aux quatre premiers niveaux sont 

reprkent6es sur les figures 4a a 4d. Oh constate que l'allure des 

fonctions associées aux niveaux 3 et 4 diffèrent sensibleœnt des fonctions 

pmpree cor t-epmdantes de l'oscillateur hamique. En particulier, elles 

ne c-rvent pas les prcori&ks de parité. 

La néthode que - prcpowns pereet d'intégrer l'équation de 

Schrodinger quand l'ehargie potentielle du systeee est prcoortionnalle à 

x4. Ce problème présente de l'intérêt eh théorie des chaw 173. Cette 

énergie potentielle est intere6diaire entre celle da l'oscillateur 

hareohique et celle du puits de potentiel carre de hauteur infinie ( qui 

correspond eh fait à xa avec a qui tend vers l'infini ). 

Nous avohs déterminé les niveaux d’énergie en prenant v(X) = X4 et X, = 3. 

Dksig- par E, et E raspectiveeent 1'6nergie du niveau fondamental et 

l'énergie d’un des niieaux excites. La figure 5 rept-bente la variation 

avec n du rapport cn / El pour l'cecillateur hareonique. le puits de 

potentiel carré infini et le potentiel eh x4. Pour l'cscillateur ha-ique 

cette variation est linéaire, tandis qu'elle est parabolique pour le puits 

de potentiel car-r&. F%ur le potentiel en x4. on constate que cette 

variation est coeprise entre les deux précédentes. 

Figure 5 

Evolution du ra~p~r’t ‘,/E, avec le numéro du niveau excité pour 

l’cscillateur harmonique ( U ), le puits de pot.emtiel de profondeur 

infinie (A ) et le potentiel en X’ ( l ). 
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Les figures 6a a 6d reprksentent les fonctions d’onde correspondant aux 

quatre presiera niveaux. La coaparaison de ces figures avec celles 

relatives au puits de potentiel car& infini et A l'oscillateur harwnique 

montre que les allume das fonctions prcpres correspomk nt a un niveau 

donné sont très sekhbles quelque soit la forme du puits de potentiel. 

L’un des principaux inth-êts de cette m6thcde est de pouvoir faire cette 

coaparaison aiséaent. 

E = 1.06036 @ 
E= 3.79967 

L 
X 

-XL 
0 +XL -x, 0 

X 

+XL 

\i 

E = 11.64475 @ 

Fiqures 6a à bd 

Fonctions Prcp- correspondant d”Y quatre premiers niveaux du 

système plongé dans un potentiel en X4 (XL = 5). 
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Un autre prcblhe intheseant et différent des pr&&dents est celui où 

l'énergie potentielle du système est l'association de deux puits de 

potentiel car-t-6 s4pat-h par une barrière de hauteur V, finie (Fig 7 ). En 

référence [ci], on montre que cette fonction constitue una bonne 

approximation de l'énergie potentielle dans l'étude de l'inversion de la 

molécule d'ammoniac ( NH,). Ce pr&lèœ peut être tholu graphiquement et 

on peut montrer qualitativement qu'il existe des couples d’états pair et 

iqair d'énergies voisines infhrieures a V, notées respectivement Çp et El 

cù n est un entier positif. Il est assez pénible de démontrer 

rigwreusemant que En est inférieure à Ei. 
P 

La méthode que - avons *rite peut être égalesent appliquée avec 

succès. Les t-ésultats abtenus pour les valeurs de paramètres indiquées sur 

la figura 7 sont rasseblés dans le tableau III et sur les figures Ba à Ed. 

[ :‘=‘;‘“=O,‘;V:;‘” / 

I 
1 1.3223 p 

1.3333 i I 

I 

2 5.2461 p 
5,3095 i I 

r 3 il,5763 p 
11.8446 i I 

Tableau III 

Le tableau III montre effectivement que, lorsque les énergies sont 

inférieures à V o, deux &at.s. l'un pair et l'autre i-if-. ont des énergies 

très proches. La différence des bergies des ces niveaux pair et impair 

E; - En est très infh-ieure à la différence E 
"il - E" 

P P P 
correspondant à deux 

niveaux pairs d’ordre diffh-ent. (kl peut alors très facilement justifier 

l'étude d’un prcblèœ à deux niveaux dans ce cas-là. Le tracé de la 

fonction d’onde montre égaleœnt que la probabilité de prkence de la 

particule scus la barrière da potentiel n’est pas nulle (effet tunnel). 
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-E=l.3223 
@ 

..... E = 1.3334 
- E~S.2461 
..... E=S.3095 

- Ez11.5763 

t 

Y  
0 E=19.5251 

..... Ezl1.6446 

\ X 
2- 

XL 
0 

XL 

Fiqures 8a à Ed 

Fonctions prcor-es COrESDOndant aux niveaux d'énergie inférieurs à Vo. 
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Fiqure 7 

r, 

L 
+i + 

m 

w 
X 

Allure de la fonction énergie potentielle pour l’étude de l'inversion de la 

molécule d'aaeoniac (XL = 3, x, = 0,5, v, = 20). 

Dans l'esprit de certains enseignants, intrégrer une équation 

différentielle de la physique par des techniqws nueériques ne pr+sente 

qu’un faible intérêt pédagcgique. On peut faire à ce sujet plusieurs 

renarqws. Tout d’abord, les eoyens de calcul se sont "déeocratisés" au 

coure de ces dernières années tout en devenant très perforeants. Le 

l icroordinateur est un outil que le physicien ne peut plus ignorer. Par 

ailleurs les méthodes de r-kolution nueériqus sont de plus en plus 

enseignées en mathémtique et ces techniques sont donc des acquis que 

pcesède souvent très bien le jeune physicien. 
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La m&hda nu&-ique qua - M- de présenter et d’appliquer à 

l'equation ds Bcht-odingar indépendante du te- pr6sent.e un intirêt 

pédagogique évident. Elle repcee sur une idée forte : les conditions aux 

lisites qua l'oh iqose à la fonction propre dans l'étude cks états lies 

entraîne la quantification de l'énergie. Cette idée n’apparaît clairesent. 

dans le cas ou le prcblèse traite a une solution analytique, que si une 

"r&olution polyr&ale" est possible. On -tate en outre que les 

fonctions propres cor respoMant à ces différents puits de potentiel 

dépendent eh fait peu de la forme du puits. Ca résultat n'est jasais évoqué 

dans les ouvrages de sécaniqw quantique. 

Bjoutons par ailleurs qua cette s&hoda ne concerne pas uniquesent l'étude 

des prcblèsea genéralesent traités dans la littérature. Son dosaine 

d'application est pratiquesent illirité. Elle peut égalesent être utilisée 

dans d’autres dosaines que celui de la sécanique quantique, en particulier 

pour résoudre tout prcblèw d'équation aux valeurs prcpres c-me c’est le 

cas lors de l'étude ds la propagation dans un guide d’onde. 
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