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CONSIDERATIONS SUR L'INDUCTION ELECTROMAGNETIQUE

P. JEAN, retraité
LUYNES

RESUME

L'auteur se propose de montrer comment les phénoménes d'induction electromagnétique sont
directement liés aux lois de la relativité restreinte et que les champs electromoteurs de LORENTZ et
de NEUMANN s'introduisent naturellement et ne sont pas étrangers I'un & l'autre.

11 donne ensuite une méthode analytique permettant de calculer les forces electromotrices d'induction
sans qu'il soit nécessaire de faire un petit dessin pour mener le calcul a son terme. Les calculs sont
certes un peu plus longs que ceux qui sont faits habituellement mais sont peut-étre plus satisfaisants,
plus "rigoureux".

A - Les champs électromoteurs .

L'enseignement des phénoménes électromagnétiques et parti-
culiérement celui du cas des corps en mouvement, ne peut &tre mené
4 bien sans une réflexion a partir des lois de la relativité restreinte
Ce fit d'ailleurs la démarche d'EINSTEIN qui introduisit les lois
de 1la relativité dans un mémoire intitulé "Electrodynamik der Bewe-
gungsk'cirper“ .

Les équations de MAXWELL, elles-mémes méres, ou filles,

de la relativité, permettent d'introduire les notions

de champ électromagnétique, tenseur antisymétrique d'ordre deux
dans 1l'espace-temps qui peut se décrirce, dans la base de Lorentz
relative & un référentiel donné R par lg;couple indissociable
composante électrique E’, composante magr.étique B et

de quadri-potentiel de 1'espace~temps qui peut 1lui aussi se
décrire dans cette méme base par le couple également indissociable
potentiel-vecteur A et potentiel scalaire V .

Le calcul des champs & l'aide des potentiels se fait
par les relations bien connues :

Y 2 = =

E? t A
20 = ro
ot

—
= - grad V -

qui présenteraient une forme plus symétrique si on utilisait un forma-
lisme quadri-dimentionnel adapté ( 1 )
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Le probléme & résoudre est maintenant celui qui consiste
4 écrire les composantes E* , B' , A' et V' des champs et des
potentiels lorsqu'on utilise un référentiel R qui se déplace
d'un mouvement de translation uniforme ( on se restreint a ce cas)
de vitesse U par rapport au référentiel A . Bien entendu cela
ne peut se faire qu'en utilisant la transformation de Lorentz .

La transformation spéciale de Lorentz s'écrit ( en prenant

c=1)
x' =§{x-Ut);y' =y;z =z;t =ylt-Ux) -
ou ¥ =

¥ (x' +Ut") ;5 y=y",;2= 2! i t= ¥ (t' + U x')

X, ¥, 2z et t étant les coordonnées spatio-temporelles d'un événement
dans le référentiel KR, x',y',z' et t' les coordonnées spatio-tem-
porelles de ce méme événement dans le référentiel K' . La transfor—
mation est spéciale en ce sens qu'elle laisse invariantes les coordon~
nées y et z : le vecteur-vitesse U ayant dans le référentiel
$ les composantes U, O, O .

Alors toute grandeur -vectorielle dont les composantes

(coordonnées) dans le référentiel JR sont Ai et V
a comme composantes { coordonnées) dans le referentlei A A, .
Ay et V' telles que : x! 3
k]
] - _ ) _ I - _
A:,~5(Ax uv) ,AD,_A.A,A,b.—As,V'—b’(V—UAx)

(et les relations inverses co;%lativement ).

Le principe de relativité restreinte, énoncé par Galilée
au début du XVII &me sidcle impose aux lois physiques { Galilée ne
pensait ' alors qu'a la mécanique et non A& 1l'électromagnétisme bien
entendu), de s'écrire de la méme fagon pour deux observateurs "galiléens®
Q}Ors sj on utilise le référentiel &' on doit calculer les champs
E' et B!' par :

. -,
nd nd -
E' = - g;%d' V' _3A ; B' = rot' A'
U
R - e .
Les notations grad! et rot' indiquant que dans ces opérateurs

différentiels les dérivées sont prises par rapport aux coordonnées
x' , y' et 2z' . On aura ainsi

]
2]
E! _-2! w =_?_!__A3'-'E¢l= .
! Wt Y] 3 LI 3
ol x' , y' et t' sont donnés en fonction de x , y et t par la

transformation de Lorentz . Les régles usuelles de dérivation de
fonctions de fonctions donnent, en se limitant aux termes non nuls :

b ax _aviab | GAN Bx 9A'x'3¥:

By -5y Txl T TE e Ix BT OTE IR
Vo avley AW e L 9w Gk
By Ty TR gty
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avec, déduits des transformations de Lorentz :
y - P
e .y dro.yy 2bayu tbay o
IR A A A 7
Si maintenant on écrit que :
VARES 5 (V-~U %t) ; Ai‘ =¥ (Ax,_ uv) ; A= A
on obtient :

Ghe - /A
B! —~}gl[l~U‘)3’-Y _Bz{l—uz)!_Ax R AV 2

d'ou : B iac T o B
E'y = E,
et : x
Ly 1A I YL
SRR AR AT IN =)
- =
2y E 3 - E[ v A:u*'ﬂ)a
soit : E.B' =XE)+ X(UI\_B’):’

et "mutatis mutandis"

ndie
Eé = YEy+ B'(UAB)}

-~ -
Aprés des calculs analogues, a partir de B' = rot' A' on écrit

On vient dong d'établir les forlgules de transformation des composantes
électrique E et magnétique B du champ électromagnétique, formules
qu'on aurait pil retrouver directement en appliquant les régles de
transformation des composantes d'un tenseur antisymétrique d'ordre
deux (1) .

En fait ces formules sont, en général, présentées sous
la forme suivante : tout d'abord on s'interesse, dans la plupart
des cas, a ces transformations lorsque U est trés petit par rapport
4 la vitesse de_la lumigre :, UK1l et  y~ 1. Alons
L

"
E' = E + UAB et B' = B - UA

On porte ensu_i.te principalement son attention sur la relation permettant
de calculer E' qu'on écrira :

- - SR
E' = - grad V - —— + UAB
2t

On notera de plus que ces relations ne sont valables
que dans le cas ou le référentiel A! est en mouvement de translation
uniforme par rapport au référentiel R . On admettra qu'elles sont
applicables  dans le cas général ol ce mouvement est quelconque la
vitesse étant alors, la vitess_g du point M , fixe dans KR! ot
on calcule les champs E! et B' , par rapport au référentiel
& (vitesse instantanée bien sir) .
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Le champ é&lectrique ainsi détsrminé aggaralt comme la
somme d'un premier champ “"statique" E' = —prad V qui est en
fait le champ électrqiue mesuré par un observateur 1ié au référentiel
Q. dans le cas ol le potentiel vecteur A ne dépend pas du temps,
et d'un second champ qu'on désigne par "champ électromoteur d'induc-
tion":

-

- 3 > 5

E' = - — + UAB
"t

Le premier de ces termes constitue le champ de NEUMAN, le second
le champ de LORENTZ . Traditionnellement ( et cela faisait méme 1l'objet

de deux legons distinctes & 1l'agrégation )on étudiaiqh’une part les

phénoménes qui se produisent lorsqu'un circuit fixe est soumis a
l'action d'un champ magnétique variable ( cas de NEUMAN ), d'autre
part les phénoménes qui se produisent lorsqu'un circuit se déplace
dans un champ magnétique constant (cas de LORENTZ) . Puis on affirmait
tranquillement que dans le cas général il fallait ajouter les deux
termes . On vient de souligner que c'est le cas général qu'on peut
le mieux expliquer . Dans les applications, bien siir, les deux cas
sont le plus souvent disjoints ( transformateurs, alternateurs) .

Quant a la relation :

- - - -

B' =B -UAE
on l'interpr&te de la fagon suivante : supposons que dans le référentiel
il n'y ait pas de charges en mouvement , le chaqp electrgmagnethue
s'y réduit & sa seule cgmposante é&lectrique ( B=0) ; alors
la composante magnétique ' qui apparait lorsqu'on étudie les phéno-
ménes dans le référentiel R’ est due au mouvement de R' par rapport

au référentiel & : le magnétisme est déductible de 1'électrostatique
et de la relativité .

B - Les forces électromotrices .

On vient de parler de "circuit qui", alors que les formules
écrites sont des formules locales permettant de calculer seulement
les champs en un point . Il faut maintenant dégager la notion de
rorce-electromoirice . On se bornera a envisager seulement le cas
ou le référentiel JV se déplace lentement par rapport, au référentiel
R . Ainsi quand on aura a intégrer le vecteur E' 1le long d'un
contour C' fixe dans J{‘on pourra confondre les éléments de longueur
ds et ds' respectivement mesurés dans R et dans R' ( les phénoméne
de contraction des longueurs n'interviennent pas et le temps est
"universel").

Pour le champ de NEUMAN aucune difficulté n'apparait,
la force-électromotrice d'induction qui se manifeste le 1long d'un
contour fermé ( qui idéalise un circuit fermé supposé &tre filiforme)
est définie par 1la circulation du vecteur champ électrique le long
de ce contour . Les deux référentiels R et M sont ici confondus et

on écrira :
] Y ~
e' = El am! = - ?A am?
| (2
I3 '

3 ]
le circuit C' étant fixe . <

- 3
A dM'

e
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Le théoréme de Stockes donne :

- = - = - -
:fA a' = rot A.ds' = JB as' = §
Al X !
d'ol
e' = - fté;
LT
& étant le flux du vecteur B & travers une surface S' quelconque
limitée par le contour C' et orientée en harmonie avec celui-ci

(régle du bonhomme d'AMPERE) .

Pour le champ de LORENTZ les démonstrations usuelles
(2) font intervenir la circulation :

-
—~ g bl - =
e' = (U AB) d1' = B (d1'A itb
' ' dt
[ 4 -
et aprés avoir fait intervenir wune vecteur q§' orthogonal a la
surface 'balayée" par 1'élément de longueur d1’ du contour, on
en arrive a la relation :
Je - A8
At
ou d &c est le "flux coupé" par 1le contour dans son mouvement

dans le champ g . Le terme est bucolique, le tout est accompagné d'une
figure sur laquelle '"on voit" que l'on a fait yg bon choix pour le
signe . On en déduit ensuite, pour un champ B ne variant pas en
fonction du temps et en raison du caractére conservatif du flux de
(div B = 0) qu'on peut écrird :

er - - 48
_ it

-~
ol Q est maintenant le flux du vecteur B & tavers une surface
limitée par le contour C' et orientée en harmonie avec lui, flux qui

varie a cause du déplacement du circuit .

Bien slr en recommengant la démonstration dans différents
cas de figufe on se rend compte qu'on a toujours raison, mais il
n'en subsiste pas moins un léger trouble : ne peut-on donc pas démontrer
ce théoréme a wun aveugle & qui le petit dessin ne servirait pas
& grand chose ? Pour cela il faudra encore utiliser le théoréme de
STOCKES puisqu'on veut passer d'une circulation & un flux . Les calculs
sont certes un peu longs mais il n'est pas inutile de les avoir faits
une rois dans sa vie .
-3
Soit donc E! le champ électromoteur d'induction qui se
manifeste dans le référentiel 31‘. La force électromotrice calculée le
long d'un contour C' immobile dans K’ s'exprime par :

I )
e' = § (U A B) dl"'
¢
ou en appliquant le théoréme de STOCKES :

- - -
el = J‘r—gt (U AB).ds*
S
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ol la surface S est limitée par le contour C' et orientée en
harmonie ayec lui . Cete surface est immobile dans le référentiel
! est 1le vecteur vitesse d'un de ses points M dans le
référentiel R . Pour calculer cette intégrale on utilisera un
repére o_r;tho_qormé direct R ( Oxyz ) du référentiel R dans lequel le
vecteur U ANB s'écrit :
= 9 -5 -
UNB =(vB -wB, )u +(wB—uB)u oo
3 3 x ] -9
ot u, v, w, sont les composantes d&s v_gcteur U dans ce repére
Alors la composante sur l'axe Ox de rot(U A B) s'écrit :

[Rewat), - %(&E)b - f Ay
% (m 03—\r&9‘) - %[.W(Bx—' W 155)

On doit maintenant introduire le fait que le circuit C'
et la surface §' étant immobiles dans 1@ référentiel R/ peuvent étre
considérés _comme des solides et que les composantes (u,v,w) de la
vitesse k'] d'un point quelconque M de cette suface peuvent s' ex-
primer par :

-~ - - -
V(M) = V(0) +w N OM

ol o} es$ un point fixe dans f?\ et arbitrairement choisi comme ori-
gine, et w , de composantes (p,q,r), le vecteur rotation du référen-
tiel [)( par rapport au référentiel .ﬁ . Soit

u = u, +qz-ry
V = Vv, 4T X-pz
W = W, +py-4gqx
alors
o W, ‘th*:o - q

D 24
&) "

JI

9

si bien que

of
[

% 9 P

[r‘gt(EJ,I\-I;Bx = ~r B?+qu +uq&3—v?b"‘— —6+u
wn{b)x4w7e'"+u%—b+u7.ﬁ. T =

,,.{)27'.&

_(whfb)x*udxv(b [?x_ ?'%%7‘ ;,—b At}
Le terme div B) est nul ; x, y, z, étant les coordonnées du point M
dans le repére R, le terme entre parenthése correspond & la variation
en fonction du temps de la composante Bx lorsqu'on suit le point M
dans son déplacement, variation due au fait que le point M va au
gours de son déplacement occuper différentes positions oi le champ
B , donc sa composante Bx , a des valeurs variées (& moins que
—-cas exceptionnel - 1le champ soit uniforme dans le référentiel

) .
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On écrira alors
A iba
Al

ette relation peut se transposer pour les autres composantes du vecteur
B dans le référentiel B et on écrira en définitive :

'TV)' {GA?B) 2 2)/\&* G—%).’P\

[r;’t (3’\%)}:(, = (Z)A’B)L—

-

On a bien précesé que la dérivée (d(b/d{‘) doit étre considé-
rée dans 1le référentiel ol pourtant B ne dépend pas du temps,
maigd en 1u_.‘£ donnant la signification exposée plus haut : variation
du vecteur B mesuré en un point M qui se déplace .

-
On doit maintenant relier cette variation (dB/dt)J‘ a
la 'vari_a'tion (dﬁ/dt)al mesurée par un observateur . 1ié au référentiel
B étant toujours déterminé en un point M ,fixe dans
al, appartena? 4 la surface S' . Il est bien connu que ces deux déri-

vées seraient les mémes si les deux référentiels étaient en translation
1'un par rapport a 1l'autre, mais que dans 1la cas général on doit

écrire : 3—‘5)&:(%)&'4’;/\.&

. d o s
pour n'importe quel vecteur A . On aura donc ici :

- -
- - - A
rot(UAB) = WAB -(A_’Z) =_.(_.Q) ]
Ar R AR TR
¢ )
(Le vecteur B étant déterminé en un point fixe de \R on pourrait

tout aussi bien écrire - —
AD s (22
(Tk al " (BL-)»\' ,

mn
Si on revient maintenat & la force électromotrice d'induc-
tion, on écrira i _, v - 2 > - -
e =jrot(U,\B) a5 = - z% a - -4 54k =-L%
3 >r2 ;D‘ Al A
La siwrface S' étant fixe dans le référentiel 3/

On retrouve bien le résultat habituellement démontré d'une
autre fagon, plus géométrique, moins analytique . On remarquera enfin,
dans la démonstration ici proposée, le fait que le contour le long du-
quel on calcule la force électromotrice deoit manifestement &tre
indéformable . Si tel n'était pas le cas, il faudrait considérer le
contour comme formé d'élements indéformables reliés les uns aux autres
et articulés "sans rigidité" et 1le résultat final serait le méme
en négligeant éventuellement le champ magnétique créé par les courants
circulant dans ces éléments ce qui revient i négliger les variations
de 1'auto-inductance du circuit considéré .
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Appendice : Calcul de la force—€lectromotrice dans le cadre de 1a relativité .

Plagons nous dans le cadre de la relativité restreinte , et
cherchons a calculer, dans le référentiel ¢Rl la circulation du vecteur

3
E' , 1le long d'un contour C' ,c'est a dire la force électromtrice e'

- -~
el = éEr am!
)

<

par :

Nous nous plagons dans le cas ol le champ électromoteur est seulement le
champ de LORENTZ, c'est & dire le cas oli, dans le référentiel \ﬂ le
champ —E est nul .

L'inversion des formules de LORENTZ permet de calculer les
-~
E

composantes du vecteur par :

- -
Ii‘.,b = \6E,'>, + X(_UABI)‘bl
ou ——J est le vecteur vitesse caractérisant le mouvement du référen-
tiel .ﬂ, par ropport au réfécentiel ‘.‘RJ , vacteus Jout les composanies
dans le référentiel R’ sont ( U, 0, 0 ) . Ce champ E &tant nul,
on en déduit :
E')l (U AB! )3/

E,’>| (u ABI)V

i

i

>
Et "la circulation de <ce vecteur E' 1le long du contour C' s'écrit :

- - - ~ ., ~

e' = (Up B') dM' = rot (U A B') ds!'
! s

en appliquant le théoréme de STOCKES .

Les composantes sur les axes O'x', O'y', 0'z' du vecteur

]
(U AB') sont :

- -2
(U/\B').alz —UB'},
(UNB') U B,

B.U.P. n° spécial
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- -
Les composantes de rot'(U AB') sont donc

7(‘)'/

'
- } r"b‘ -~
;Zat'(ul\g')=(umu Bl VTR A '%bb’)
iy vy Ixt Ix!

-
et en utilisant la relation de FARADAY : div'B' = O :

-

/ / )
- 3 [} 5./
rot' (U A B'):(_Uu/- _y .23 LALLY,

' 1’ T ix

La force électromotrice s'écrit alors :

Pour interpréter cette relation on cherche comment varie le
-2 )
champ B' en un point M fixe dans 9\ lorsque le temps t' varie .
Le déplacement dx mesuré dans le référentiel 5{ du point M pendant

]
le temps dt' mesuré dans ‘:)7\ se calcule par :
dx = X(dx'+Udt')=XUdt'

)
puisque i est fixe dans X . (dx' = 0) .
P
D'autre part le terme ’,’)_‘:_, correspond & la variation spatiale
3
B!

) ~
de dans _ﬁ_ , & t' constant bien sir .Ce qu'on peut transformer

en fonction des variations de E' avec x avec

dx = 3(dx' + U dt') = y dx'

Alors
i i 9w/
i n 9w 7 ¥
Si bien que : J
N f
e =2 A (9% y as’
¥ A | ix
s/

et aprés wun petit "tripatouillage" mathématique sans élégance mais pas

e' =—4_j;' d-;'
Ay A

forcément faux, il vient :

)
Un observateur lié au référentiel J{ mesure donc une force

électromotrice dont l'expression est bien donnée par la loi de LENZ .
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