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LA RELATION DE BOUGUER

DEVIATION D'UN RAYON LUMINEUX A LA TRAVERSEE DE L'ATMOSPHERE

MM. Bernard MARAIS et Pierre VERDIER
Université Paul Sabatier
118, route de Narbonne - 31062 TOULOUSE

I . LA RELATION DE BOUGUER

1°) Cas d'une suite de milieux homogénes

Considérons une suite de milieux homogénes,
d'indices absolus n; , n2 , n3 , ... Ppossé-
dant la symétrie de révolution ou la symé-
trie sphérique. Soit SI; un rayon incident,
contenu dans un plan méridien. Lors des di-
verses réfractions qu'il subit & la traversée
des dioptres, il reste, d'aprés la premiére
loi de Descartes pour la réfraction, dans le

méme plan méridien, qui est aussi le plan

d'incidence.

La deuxiéme loi de Descartes pour la réfrac-

Figure 1
tion donne, au point I
R : . ny o, .
n; sin i; = n; sin 8 = sin B = o, sim i
2

Dans le triangle OI;I2, nous avons

r r r ) T .
2 1 = 1 = sin B = ;A sin iz
1

sin B sin(m - ij) sin iz

En égalant les deux valeurs de sin B que nous venons de trouver, on

obtient la relation de Bouguer :
ny ry; sin iy = ny rz sin i (1)

gu'on peut aussi €énoncer en disant que le produit nr sin i est un invariant &

la traversée des dioptres.

2°) Cas d'un milieu non homogéne
gene

Considérons maintenant un milieu non homogéne, mais possédant lui aus-
si la symétrie de révolution, ou la symétrie sphérique, c'est-a-dire tel que n

ne dépende que de r, distance & l'axe ou au centre.
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Soit SS' un rayon lumineux contenu dans un
plan méridien, dont la trajectoire n'est
bien sdr par rectiligne. En découpant le
milieu considéré en couches successives in-
finiment minces, cylindriques ou sphériques
(donc perpendiculaires & gfzd r), on déduit
de la relation (1) que, dans le cas présent,

on a :

n r sin i = Cte (2)

Remarque : La relation de Bouguer (2) peut

bien sGr étre démontrée directement de ma-

niére plus rigoureuse & partir du principe

Figure 2
de Fermat.

II . DEVIATION D'UN RAYON LUMINEUX

Figure 3

Considérons un rayon lumineux SI provenant d'un milieu homogéne 4'in-
dice n et pénétrant dans un milieu non homogéne & symétrie sphérique de centre
O. Supposons que n augmente progressivement jusqu'd une valeur n, pour r = rg ;
alors le rayon lumineux s'incurve vers O et perce la sphére de rayon rgy en Ig

(voir Figure 3 ; le plan de la feuille est le plan méridien contenant SI).

Entre I et Iy, le rayon lumineux a &té dévié d'un angle A ; désignons

o~
par 0 l'angle IOI,. Puisque i est un angle extérieur au triangle KIJ, on a

i =A+ (ipg - Q)
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A=1i-4i9+0 . (3)

Remarque : Si le milieu considéré est homogéne, le rayon incident SI continue

en ligne droite et on a, bien sdr, A = 0,

soit :

ig=1+a

ce qui est évident sur la figure 4 ci-contre.

Figure 4

III . DEVIATION D'UN RAYON LUMINEUX APRES TRAVERSEE DE L 'ATMOSPHERE TERRESTRE

(Calcul simplifié)

Figure 5

Soient O le centre de la Terre, qu'on assimilera & une sphére de
rayon R e l'épaisseur de 1'atmosphére et n, l'indice de l'air au niveau du

sol.

Nous prendrons e = 18 km (voir justification ultérieure) et

ny =1 + €9 (g9 # 3.107%).

4

Appliquons la relation de Bouguer en I et I,
1. (R+e) .sini= (1 +€g) . R . sin ig 4)

Tenant compte du fait que % et €9 sont infiniment petits devant 1, on obtient,

en négligeant les infiniment petits du second ordre

: : e : 3
sin i = (1 + g¢ - E) sin iy
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i et ip étant trés voisins*, on peut poser
i=13i~-di ,
ce qui entraine :
sin i = sin(io - di) # sin ip ~ 4i cos ig .

En portant cette valeur de sin i dans la relation précédente, on obtient
. . . e :
di =ig - i = (E - €9) tg iy . (5)

L'angle di étant trés faible*, on a dans le pseudo triangle OIIq :
RO # etgi # e tgig,
soit
a # % tg i, .
La relation (3) donne alors pour déviation du rayon lumineux, ou aber-
ration atmosphérique
A=o-di # g9 tg ig . (6)

Remarque : Puisque R # 6400 km, cela entraine R €9 # 1,92 km, ce qui est net-

tement inférieur a4 1'épaisseur e de l'atmosphére. Donc :
di =iy -1i>0

En conséquence, si le raycn SI provient d'une étoile trés éloignée,
cette derniére parait, pour un observateur placé en I,, dans la direction §',
donc plus haute au-dessus de 1l'horizon qu'elle ne l'est en réalité, et cela

bien que S'I¢ fasse avec la verticale en Ig un angle ip > 1i.

IV . DEUX PSEUDO SOLUTIONS

Dans certains ouvrages, on calcule la déviation A en procédant suivant

1'une ou l'autre des fagons suivantes.

Premiére pseudo solution

Puisque R >>e, on suppose la Terre plate. Les surfaces d'égal indice
sent alors des plans paralléles au sol et on montre facilement que, dans un

tel milieu, n sin i = Cte.

*
Pour ig = 80°, on a di = 1,42.107% rd # 49' ; alors Rl = e tg ip avec une

erreur inférieure a 1 %.
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Entre l'entrée dans l'atmosphére et le ni-

/5 veau du sol, on a
A 1 . sin i = ng sin iy = (1 + €j) sin iy.

On écrit que :

/
———e— gt A=1i-1iq,
Lo/
(4 ‘_7 ce qui est vral dans cette hypothése, mais
@ . on a bien slr iy < i, ce qui est-contraire
niveau du
sol a la réalité (voir III, Remargue).
Puisque A est trés petit, on peut
Figure 6
Zogure o écrire :
sin i = sin(io + A) # sin ig + A cos ip = (1 + €¢) sin iy ,

dlou :
A =g¢ tg ig .

Deuxiéme pseudo-soclution

On suppose bien la Terre sphérique, mais, puisque e « R, on néglige

%dans les calculs.

Entre l'entrée dans l'atmosphére et le niveau du seol, on a {(voir Fi-

gure 5) :
1 .R.sgin i =n¢ R sin iy .

On trouve la méme équation gue dans la premiére pseudo solution
cela est normal, car supposer R infini (Terre plate) ou négliger e devant R

revient au méme.
On écrit ensuite que :
A =i - i

ce qui ne peut se justifier dans 1l'hypothése d'une Terre sphérique, la valeur

exacte de A étant alors donnée par la relation (3).
On trouve bien slr aussi

A =¢c9 tg ig .

V . VERS UNE EXPRESSION PLUS PRECISE DE L'ABERRATION ATMOSPHERIQUE A

Dans le calcul du m III, nous avons fait une approximation en

écrivant :

RO # e ta ig
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Une évaluation plus exacte de A nécessite de connaitre la position

du point Iy, donc, en fait, l'équation de la trajectoire du rayon lumineux.

1°) Equation différentielle de la trajectoire du rayon lumineux

dr Ce calcul est classique et nous le rappe-

P lons briévement.
hNPZRN
\

Au point I, on a

.\
s
a A
X tgidr =r d8 = r tg i = B
\ dr JT = sin?i
"L,—*’aﬁ 1 - sin®i
\ ]J:)
0 i D'aprés la loi de Bouguer
bt
[ c
nrsini=C = sini=— ;
nr

Figure Z}g
en portant cette expression de sin i dans

1'équation précédente, on obtient

dr as
————;—;————; =< - (7
r /nr? - C
Cette équation n'est intégrable rigoureusement que dans certains cas

particuliers, dont les deux plus classiques sont

- n = Cte : on obtient bien sir pour trajectoire une droite ;
- nr = Cte = sin i = Cte : la trajectoire fait un angle constant avec

le rayon vecteur ; c'est une spirale logarithmique.

2°) Intégration approchée de 1l'égquation différentielle dans le cas

de 1'atmosphére terrestre

Remarque : Dans tous les calculs qui suivent, nous avons systématiguement fait

les approximations suivantes quand x & 0,1

1
=1-x ; (1+x7 =14+

[STEY

Nous avons aussi négligé les infiniment petits du second ordre : €%,

z
€0 4 3¢ E R etc.
Posons
z N
r=R+ 2 = R{1 + E) = d4dr = dz

z est l'altitude, telle que z £ e (e : épaisseur de l'atmosphére), ce qui en-

traine z «R.

n=1+c¢ avec 05 ¢ g egg
La constante C s'évalue au niveau du sol

C = (1 +€;) Rsin iy

B.U.P. n° spécial



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 67

En portant ces expressions dans (7), on obtient, dans le cas ol

ip & 75°, valeur limite conciliable avec les approximations énoncées plus

haut :
2. € 1 z R(1 - £4)
- —— —_— Sl gz = ———r .
[1 * €0 tgio cos?ig (r+ coszio) R z tg ip 9 8

Nous avons adopté pour variation de l'indice en fonction de la pres-

sion p & l'altitude z la loi
n -
P

qui a été vérifiée & mieux de 1%pour p £ 75 cm de mercure.

1 = Cte ,

Si po est la pression au niveau du sol, une bonne représentation de
p est donnée par

-z/h
él = e z/ avec h=7,7 km
0

En cons€quence, on a

-z/h
e

€ = Ep

En portant cette expression de £ dans (8) et en intégrant, on obtient

2
2. z €9 h -z/h _ 1 1 1 z” _ 1 -«
(1 + €0 tg-ie) R’ cos?iy R € 2( * coszio) r? tg ig e+y

cl Y est une constante d'intégration, gu'on détermine en imposant par exemple

la condition

On obtient alors

1 2 1 - €y

€9 h ~ e-z/h) 2 _
® tg io

—=— 2 (1
cos?ig R ¢

2, 0 % _L
(1+€otglo)R 2(1+

Nous pouvons maintenant négliger les infiniment petits du second or-
2

L oox s . z h 2
dre qui résultent de l'intégration (€g R €g R ET)' Il reste finalement
z _1-¢€g 8
R tg ig

Nous en déduisons la valeur de o (voir figures 3 et 5), gui n'est au-

tre que la valeur prise par 8 quand z = e
e .
a = (1 + €g) R tg ig [€=D]

La valeur de la déviation A s'obtient en portant les expressions de o

et ip - 1 données respectivement par (9) et (5) dans la relation (3).

On trouve
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A=eo(1+%) tg 1o . (10)
£ e—z/h), £ est infé-
€9 [

rieur a4 0,1 & partir d'une altitude de 18 km. Puisque le rayon de la Terre

Avec le modéle que nous avons choisi (ﬁl =
0

est R

6400 km, on a
e -3
R # 3.10 .

En conséquence, la relation approchée (6) (A = €4 tg ig), donne un

résultat exact par défaut a 3.107° prés.

Remarque : Il est trés difficile de fixer la valeur de e. Nous avons adopté
18 km pour avoir J;-S 0,1, et ainsi garder une certaine homogénéité avec les
approximations proposées au début de ce calcul. En fait, quelle que soit la
valeur raisonnable qu'on puisse prendre pour e, on a toujours heureusement

e ¥R, et ainsi A #eotg ig.

Exemple numérique

Pour i # i, = 45°, on trouve A # 1'. Il est 4 remarquer que cette
¢ q q

valeur est voisine du pouvoir séparateur de 1l'oeil.

En astronomie de position, elle a bien sir une valeur non négligeable.

RESUME

Aprés avoir rappelé la loi de Bouguer, nous établissons 1'expression
donnant la déviation d'un rayon lumineux traversant un milieu non homogéne &
symétrie sphérique. Nous l'appliguons au calcul approché de la déviation d'un
rayon lumineux & la traversée de 1'atmosphére et mentionnons deux pseudo-
solutions qui, bien que donnant le résultat cherché, ne sont pas correctes.
Nous terminons en établissant, par intégration de 1'équation différentielle

de la trajectoire, une expression plus exacte de l'aberration atmosphérique.
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