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L'EQUATION DE VAN DER WAALS ET LE VIRIEL

Hervé Guérin
76, rue St Georges, 69005 LYON

INTRODUCTION

En juin 1873, a4 1'4ge de trente-cinqg ans, Johann Diderik van der Waals (1837-
1923) soumit une thése de doctorat & 1'Université de Leyde intitulée: "Sur la
continuité des états liquide et gazeux de la matiédre". Cette thése constitue le
point de départ des recherches thermodynamiques sur 1'état liquide et elle con-
tient en particulier une &quation d'état remarquable qui connaftra un avenir bril-

et qui porte depuis le nom de son auteur. Celle-ci s'écrit:
2
(P + a/V°) (V - b) = RT, (1

P, V et T représentent respectivement la pression, le volume et la température
d'une mole de gaz, R la constante des gaz parfaits et a et b deux constantes qui
dépendent de la nature du gaz, Cette équation, non seulement permettait de dé-
crire le comportement des gaz réels a haute température, mais rendait également
compte de la transition de phase liquide—gaz dont 1'étude expérimentale venait
d'étre réalisée en 1869 par Andrews et dont la détermination du palier d'équili-
bre fut donné par la suite en 1875 par Maxwell (voir conclusion). S'appuyant
essentiellement sur la nouvelle théorie cinétique des gaz développée par Clausius,
Maxwell et Boltzmann et en particulier sur le théoréme du viriel de Clausius, van
der Waals réussit ainsi 4 donner une explication moléculaire de cette transition
de phase, ce qui fournit une preuve importante de la grande fécondité de la thé-

rie atomique alors en butte aux attaques de 1'Ecole énergétique.

Les raisonnements de van der Waals a partir du viriel de Clausjus furent en-
suite développés par Boltzmann et Lorentz (1881) dont les contributions permirent
d'introduire ce qu'on appelle de nos jours en langage moderne 1'équation d'état
du viriel et les coefficients du viriel qui jouent un réle important dans la dé-

termination des forces intermoléculaires.

Aprés avoir rappelé briévement le théoréme du viriel, nous montrerons comment
il conduit a 1'équation de van der Waals, puis & 1'équation d'état du viriel et
aux coefficients du viriel, et comment ceux—-ci permettent de déterminer les forces

intermoléculaires.
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LE THEOREME DU VIRIEL DE CLAUSIUS

En 1870, Clausius démontra un théoréme trés général concernant les moyennes
temporelles de diverses grandeurs mécaniques associées 3 un systéme de masses
ponctuelles confinées. I1 peut s'énoncer ainsi: la valeur moyenne de 1'énergie
cinétique d'un tel systéme est égale & la valeur moyenne d'une quantité appelée
viriel V définie par

el yFr =
V= z)ji:Fi.ri, 2)

oil ;; désigne les rayons vecteurs pointant d'une origine quelconque vers la par-
ticule i, et F; la somme des forces qui lui sont appliquées., Mathématiquement

le théoréme du viriel se traduit donc par 1'équation suivante:
2 —
L3 =7, (3

m et u” représentent respectivement la masse et le carré de la vitesse quadrati-
que moyenne d'une particule, et les quantités surlignées correspondent aux moyen—

nes temporelles. La démonstration de ce théoréme est donnée & 1'appendice I.

Le viriel total V peut &tre divisé en deux parties distinctes:
a) le viriel interne Vi qui provient des forces que les particules exercent les
unes sur les autres.
b) le viriel externe Ve résultant des forces extérieures au systéme comme, par
exemple, les forces exercées par les parois du récipient sur les molécules; ces
forces sont a4 1'origine de la pression.
Dans le cas d'un gaz, le viriel externe Ve se calcule facilement, quelle que soit
la forme du récipient, de la maniére suivante: considérons un élément &g de la

paroi,orienté vers l'extérieur; si P est la pression du gaz, les molécules trés

proches de dS subissent en moyenne une force
dfF = -Pds, (4

et la valeur moyenne de Ve est donnée par

<|

. - %”s?.Pd—é, (5)

1'intégrale étant étendue 3 toute la surface S des parois du récipient. Le théo-

réme de Green-Ostrogradsky-Gauss permet d'évaluer cette intégrale aisément et
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_ P Ty 2 3
v, = 7mv divrdv = PV, (6)
la derniére &galité provenant du fait que div T = 3. Le théoréme du viriel

fournit alors la relation:

E%uz =T+ %PV. )

C'est sous cette derniére forme, également obtenue par Clausius, que le théo—

réme du viriel peut étre utilisé pour déterminer 1'équation d'état d'un gaz.

DEMONSTRATION DE L'EQUATION DE VAN DER WAALS A PARTIR DU CALCUL DU VIRIEL
DES FORCES

Van der Waals essaya de déterminer 1'influence du terme V; de 1'équation (7).
Pour cela, il ne fit aucune hypothése particuliére sur la forme des forces inter-
moléculaires excepté qu'elles devaient &tre de courte portée, trés fortement ré-
pulsives 3 trés courte distance et attractives i plus grande distance. De ce
fait, le terme V; se décompose en deux parties: v;: viriel de collision et V;;

viriel d'attraction, de sorte que

V. = V., + V__. (8)

ViC désigne ici le viriel des forces de répulsion que 1l'on peut considérer comme
provenant des collisions entre les molécules assimilées & des sphéres rigides de

diamétre 0.

Pour calculer Via' considérons une molécule particuliére, les autres étant
réparties uniformément dans 1l'espace a 1'extérieur d'une sphére de rayon O et de
*
volume V_ = 4%’0’3/3, appelée sphére de protection . A une distance comprise en—

trer et r + dr (r> 0) de la molécule considérée, il y a

N-1 2 2N
- i )

* Deux sphéres rigides de diamétre O entrent en collision lorsqu'elles sont &

une distance 0 1'une de 1'autre.
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*
molécules , N étant le nombre total de molécules et V le volume du gaz. La mul-
tiplication de ce résultat par N/2 donne le nombre de paires de molécules du gaz
dont les centres se trouvent i une distance comprise entre r et r + dr (le fac-

teur 1/2 empBche les molécules d'8tre comptées deux fois) soit:
v = 27r — dr. (10)

Comme chacune des paires de molécules précédentes contribue au viriel la quanti-
té - rF(r)/2 (F(r) représente la force d'attraction entre deux molécules dis-

tantes de r, F(r) < 0), le viriel V;a s'écrit:

N3
V. = - ”‘Vi/; F(r) rdr. (11)
Si maintenant nous posons

o
a = —%Ni/(; F(r)r3dr, (12)

1'équation (11) devient:

_ 2 2
v, o= 23%— = %g? , (13)
1a NV

ou NA représente le nombre d'Avogadro et n le nombre de moles de gaz (n==N/NA).

La constante a ne dépend que de F(r), c'est i dire de la nature du gaz considéré.

* En fait, la molécule considérée perturbe son environnement: elle empéche les
molécules proches de pénétrer dans sa sphére de protection en les repoussant for-
tement et attire celles qui sont plus éloignées, ces derniéres ayant tendance 3
s'accumuler A une distance r_ qui correspond au minimum du potentiel u(r) dont
dérive la force intermoléculaire F(r). Pour traduire ces effets, il faut multi-
plier (9) par une fonction g(r) appelée fonction de corrélation & deux particules
ou fonction de distribution radiale dont le calcul joue un réle fondamental dans
1'étude des fluides gazeux ou liquides. L'approximation la plus grossiére consis-—
te a prendre, comme nous l'avons fait ici, g(r) = 1 par souci de simplicité. Une
premiére approximation conduit a écrire que g(r) est égale au facteur de Boltz-
mann: g(r) = exp(- u/kT) (k constante de Boltzmann), ce qui conduit & des formules
plus exactes mais plus complexes. Nous utiliserons cette expression par la suite
lors de 1'étude du deuxiéme coefficient du viriel d'un gaz.

B.U.P. n° spécial



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 45

L'expression exacte du viriel des forces de répulsion (ou de collisions) fut
obtenue par Lorentz en 1881. Le calcul de Lorentz, faisant appel 3 tous les raf-
finements de le théorie cinétique des gaz, est fort complexe, aussi lui préfére-
rons—nous un calcul plus simple, df & Wannier. Considérons a4 nouveau une molé—
cule particuliére; les forces qu'elle subit dans ses collisions avec les autres
molécules sont des forces de pression qui s'exercent au niveau de sa sphére de
protection tout A fait analogue & celles qui s'exercent sur les parois. v;z>est
alors donné par 1'équation (6) multipliée par N/2, dans laquelle V est remplacé
par le volume de la sphére de protection Vp==41‘0’3/3, ce qui donne:

vV, = _Qﬂn(ﬂﬂi) = - wrpol (14)
ic 22° 3 .
Le signe moins de l'équation précédente provient du fait que la force de répul-
sion exercée par la molécule considérée sur une autre molécule s'écrit en moyen-
ne F;ep = P&g, 5§ étant un élément de surface de la sphére de protection orien—
té vers 1l'extérieur, tandis qu'il y avait un signe moins dans 1'équation (4). Si

nous posons
b=27N,0 33, (15)

1'équation (14) prend la forme:

N

Y

En reportant les équations (13) et (16) dans la forme (7) du théoréme du viriel,

Pb = —%nPb. (16)

on obtient:

1 2 _ 3an _ 3
iNmu = 2nPb +

PV,

Nlw

soit

2
pv + 2% - Lyny? 4 ponp. (17

Puisque 1'énergie cinétique moyenne d'une molécule d'un gaz monocatomique a la
température T est (3/2) kT, le terme (1/3) Nmu® vaut NkT = (N/NA) NAkT = nRT
(n= N/NA et R=NA

bles pressions P ~ nRT/V. Substituant ces expressions dans 1'équation (17), ona

k, k désignant la constante de Boltzmann). De plus, aux fai-

2
PV + aV" = nRT(1 +"7b). (18)

Cette équation ne correspond pas tout 3 fait & 1'équation de van der Waals, mais

en est trés proche. Pour la retrouver, il faut supposer que nb/V<€ 1, on a alors
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nb _ 1 _ v
V. 7 1-nb/V V - nb

1+ >

et 1'équation (18) conduit a l'équation de van der Waals

]

(P+a “—2 ) (V - nb) nRT. (19)
A

Remarquons aussi que 1'équation (17) correspond a 1'équation de van der Waals

dans laquelle le petit terme correcteur contenant le produit ab a été négligé.

EQUATION D'ETAT DU VIRIEL ET COEFFICIENTS DU VIRIEL

Nous venons de voir que le théoréme du viriel de Clausius conduisait a 1'é-
quation de van der Waals. En fait, il conduit aussi & une autre équation d'état,
dite équation d'état du viriel. En effet, 1'équation (18) n'est qu'une premiére
approximation et, en 1896, Boltzmann et Jager améliorérent son calcul et trou-

vérent qu'elle devait s'écrire:

py e o nRT(1 + 22 4 2
j v*'e

LD (20)

Si nous prenons a = 0, nous obtenons 1'équation d'état de n moles d'un gaz de
sphéres rigides sous la forme remarquable d'un développement en puissances de

n/V ou de la densité du gaz N/V

PV - n
nRT v

b + () b + ... (21

qu'on appelle,en langage moderne,développement du viriel. L'équation (21) re-
présente 1'équation d'état du viriel pour un gaz de sphéres rigides,et les coef-
ficients b et (5/8)b2 (b = 27TNA0'3/3) sont appelés respectivement deuxiéme et
troisiéme coefficient du viriel du gaz de sphéres rigides. Le calcul des coef-
ficients d'ordre supérieur est fort complexe. Le quatriéme fut obtenu par Boltz—
mann en 1899, tandis que les autres, a& l'heure actuelle jusqu'au septiéme, n'ont
été obtenus que dans les années 1960 i 1l'aide d'ordinateurs, ce qui donne le ré-

sultat suivant (n=1 et 4x = b/V):

PV
RT

5 6

= 1+ 4x + 1052 + 18,365%0 + 28,237x" + 39,526x° + 56,5x° + .. (22)
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Cette formule est assez proche de la meilleure équation d'état connue pour un

gaz de sphéres rigides obtenue en 1969 par Carnahan et Starling.

2 3
PV _ 1+ x+x X (23)

RT (a- 3

L'équation d'état du viriel de la forme (21) peut se généraliser pour un gaz ou
fluide réel quelconque; elle s'écrit:

2

PV s TR + (P oM + .., (24)

nRT
od B(T), C(T),etc. sont respectivement les deuxiéme, troisiéme,etc. coefficients
du viriel du gaz. Cette équation fut introduite par Kamerlingh Onnes en 1901
pour rendre compte de ses résultats expérimentaux. Son importance réside dans
le fait que la mécanique statistique permet de montrer que B(T) ne dépend que de
la température et du potentiel d'interaction entre deux molécules, tandis que les
coefficients d'ordre supérieur dépendent de 1'interaction de trois molécules (C(T)),
quatre molécules (D(T)),etc. A l'heure actuelle, la détermination du potentiel
intermoléculaire a partir des valeurs expérimentales de B(T) conduit a des résul-

tats trés précis.

Afin de bien comprendre le principe de cette détermination, nous allons d'abord
donner 1'expression de B(T) en fonction du potentiel u(r). Pour cela, reprenons
1'équation (10) qui donne le nombre de paires de molécules dont les centres sont
a une distance comprise entre r et r + dr, mais ici nous tiendrons compte de la
fonction de corrélation a deux particules g(r) = exp(-u/kT) introduite dans la
note du paragraphe précédent, ce qui donne:

2 N2 N2 2
Up = 27r Vg(r)dr = 27l'7 exp[ - u(r)/kT] rdr. (25)

Nous ne faisons plus ici la distinctionentre forces attractives et répulsives qui
sont toutes deux contenues dans 1'expression de u(r), F(r) = - du/dr. Dans ces
conditions, le viriel interne Vi se met sous une forme analogue & celle de 1'équa-

tion (11)

2 © 2 @
vV, = —WNV j:) F(r) g(r)rBdr = TNV fo exp(—u/kT)%:-ra’dr, (26)

1
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et en reportant (26) dans (7), on obtient:

PV = %Nmu2 - 27rN f exp(- u/kT)——r dr,
27N
ST
Py = nRT[l -5 T f exp(- u/kT)—r dr] (27)

et B(T) se met sous la forme

21rN
B(T) = - kT f exp(- u/kT)ﬂrBdr. (28)

Une simple intégration par parties permet d'éliminer le terme du/dr et d'obtenir

B(T) sous la forme usuelle (voir appendice II)
® 2
B(T) = 27N, fo [t - exp(-u/kT)] r*dr. (29)

B(T) pouvant &tre mesuré expérimentalement, le deuxiéme coefficient du viriel
permet d'obtenir un certain nombre d'informations sur le potentiel intermolécu-

laire u(r). La méthode traditionnelle consiste a prendre pour u(r) des formes
analytiques empiriques qui reproduisent les principales caractéristiques du po-
tentiel (répulsif & courte distance, attractif & plus grande distance), et dont
la forme est fixée par quelques paramétres variables. Des valeurs théoriques
peuvent alors 8tre calculées pour B(T) grice a 1'équation (29). Les valeurs des
paramétres, qui déterminent en général la position et la profondeur du puits de
potentiel, sont ensuite optimisées de fagon qu'il y ait le meilleur accord possi-
ble entre les valeurs théoriques et expérimentales de B(T). Afin d'illustrer

cette méthode, considérons un modéle trés simple: le potentiel puits carré (Fig.l)

u(r) =+, r<g
u(r) =-€, 0<r <go (30)
u(r) = 0, r> go.

Bien qu'il ne soit pas une représentation exacte des interactions moléculaires

au sein d'un gaz, son importance n'en est pas moins considérable car, comprenant
d'une fagon tréds simplifiée une partie attractive et une partie répulsive, il se
préte trés bien aux calculs des coefficients du viriel et des coefficients de trans—
port (viscosité,diffusion, conductibilité thermique) pour lesquels il fournit des

expressions simples. Nous nous bornerons ici au deuxiéme coefficient duviriel
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dont 1'expression (29) s'intégre facilement dans ce cas

) €/kT, 89 2
(T) = 2®N ar + (1 -e ) rfdr |,
Bpc A[fo rer fa r]
3
27N, 0
e [1 - (g3—1)(ee/kT-l)]. (31)

Les paramétres €, 0 et g peuvent ainsi &tre optimisés par la méthode des moindres

carrés a 1'aide des valeurs expérimentales de B(T), ce qui fournit déja une ima-—

ge qualitative du potentiel.

Un potentiel beaucoup plus proche de la réalité,et trés fréquemment utilisé,

est celui de Lennard-Jones (Fig. 1):
w (0 = sefo/m? - (a/m°]. (32)

L'intégrale de 1'équation (28) avec uLJ(r) fut calculée analytiquement par Len—
nard-Jones en 1924 sous la forme d'une série en puissances de € /kT dont 1'ex-
pression, pour étre complet, est donnée a 1'appendice III. Les valeurs des coef-
ficients de cette série,ainsi que celles de BLJ(T),ont été soigneusement tabulées,
et les paramétres € et ¢ purent ainsi étre déterminés par optimisation pour un

trés grand nombre de molécules.

Des modéles de potentiel trés divers ont été ainsi étudiés dans la littéra-
ture. L'inconvénient majeur de cette méthode réside dans le fait que plusieurs
modéles de formes différentes peuvent rendre compte des valeurs expérimentales
de B(T) avec la méme précision. Afin de pallier a cette ambiguité, de nouvelles
méthodes, dites d'inversion, ont été introduites. Celles—ci ne nécessitent au-—
cune hypothése particuliére sur la forme de u(r): a& un couple de valeurs expéri-—
mentales (B(T), T) on fait correspondre un point (r, u(r)) de la courbe de poten-—
tiel. Ces méthodes sont beaucoup plus complexes que la précédente, aussi, dans

le cadre de cet article, nous ne pourrons qu'en esquisser le principe.

La méthode repose sur une forme différente de 1'équation (29). Supposons mo-
mentanément que le potentiel soit constitué d'un coeur rigide (u=oe, r < 0) et
d'une partie attractive considérée comme une pertubation (uatt faible, r > o).
Dans ces conditions 1 - exp(- uatt/kT) ~ uatt/kT’et 1'équation (29) devient:

3
27N, O ®

A att 2

B(T) ~ — —ow

(T) 3 + ZTNAJ; r

T dr, (33)
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Fig. 1.
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LJ

Potentiel intermoléculaire en forme de puits carré (Eq

et potentiel de Lennard-Jones (Eq. 32).
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et
-]
dB _ _ Yarer 2
Tﬁ = ZWNAfa T r°dr, (34)
de sorte que (33) s'écrit sous la forme:
3
27N, 0o
I GO |
B(T) = 3 aT (35)

Les approximations introduites sont maintenant rectifiées en remplagant ¢ par
une longueur caractéristique inconnue r(T) dépendant de T. L'équation (29) est

alors remplacée par

- =3 _ 8B
B(T) = 27N, r (T)/3 T47 - (36)
De plus, on postule que
u(r) = G(T) kT, (37)

o G(T) est une fonction inconnue,appelée fonction d'inversion. Celle-ci pos-
séde la propriété remarquable d'dtre peu sensible a la forme du potentiel. Ce
sont les équations (36) et (37) qui régissent 1'opération d'inversion & partir
des valeurs expérimentales de B(T) et dB/dT; celle—ci est un processus d'itéra-
tion qui se fait de la fagon suivante: & partir d'une fonction potentielle de
départ approchée uo(r), qui est en général celle de Lennard-Jones (32), on cal-
cule la quantité BO(T) + TdBo/dT et r a partir de (36)

T2 = (B, + TaB /an)/GmN,) . (38)

Une premiére fonction d'inversion GO(T) = uo(Fo)/kT peut ainsi é&tre calculée. Les

résultats expérimentaux sont alors utilisés pour obtenir r(T)

-3 2
T2 = By, + e, |G TN, (39)

et un nouveau potentiel ul(;) = GO(T) kT est obtenu. Celui-ci est alors utili-

sé& pour calculer une nouvelle fonction d'inversion Gl(T) qui permet d'obtenir

un meilleur potentiel uz(?) = GI(T) kT, et ainsi de suite. Si la fonction poten-—
tiel de départ est assez bonne, un petit nombre d'itérations est en général suf-
fisant pour déterminer un potentiel unique dont la précision n'est limitée que par

celle des données expérimentales.
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Pour terminer, remarquons que 1l'équation de van der Waals elle-méme peut se

mettre sous la forme d'un développement du viriel. On peut l'écrire (n = 1):

o_ vV _a
RT V-0 RTV °
2 3
b, b . b a
= l+oc+—+——x+ ... - =—=>
Vo3 RTV
2 3
- a1l b b
=1+ (b-g)y ¢+ 2 + " + ... (40)

Le deuxiéme coefficient du viriel d'un gaz de van der Waals est donc
= - a
Byy(T) = b - . (41)

Nous voyons que BVW(T) est négatif a basse température et devient positif &
haute température, ce qui traduit bien la réalité expérimentale, sauf qu'il ne
présente pas le maximum observé pour les gaz réels. L'égquation (41) permet
d'obtenir une valeur approchée de la température de Boyle-Mariotte TB d'un gaz,
définie par B(TB) = 0: TB = a/Rb. C'est a cette température qu'un gaz réel suit
le mieux la loi de Boyle-Mariotte et que, par conséquent, son comportement se
rapproche le plus de celui du gaz parfait. En d'autres termes, c'est la tempé-
rature pour laquelle les forces de répulsion et d'attraction intermoléculaires
se compensent. L'expression de BVW(T) montre également trés clairement que la
répulsion due aux collisions des sphéres rigides augmente la pression, tandis
que les forces d'attraction au contraire la diminue par rapport & celle qu'au-
rait un gaz parfait de méme densité. Le troisiéme coefficient du viriel d'un
gaz de van der Waals est égal, d'aprés (40), a bz. Ce résultat n'est pas du
tout en accord avec les résultats expérimentaux qui montrent que le troisiéme
coefficient du viriel C(T) des gaz réels dépend fortement de la température.
L'équation de van der Waals n'est donc correcte que jusqu'au deuxiéme coeffi-
cient du viriel, c'est a dire qu'elle rend bien compte des collisions binaires

dans le gaz.

CONCLUSION

L'équation de van der Waals eut une influence considérable sur le développe-
ment de la théorie cinétique des gaz et la thermodynamique. Nous avons déja men-—

tionné qu'elle fournissait une premiére explication de la transition de phase
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liquide—-gaz, et dés 1875, Maxwell proposa une régle qui permettait de placer le
palier d'équilibre liquide-gaz *. En 1880, van der Waals remarqua qu'en utili-
sant les variables réduites P/Pc, V/Vc et T/Tc (c désignant les grandeurs criti-
ques correspondantes), le comportement de tous les gaz pouvait se traduire par

la méme équation d'état; c'est 1a le principe des états correspondants. Ce prin-—
cipe n'est suivi qu'approximativement par les gaz réels; néanmoins, il est trés
utile pour déterminer les propriétés des gaz et méme des liquides & partir d'un
minimum de données expérimentales. De 1889 i 1912, van der Waals se consacra
surtout 4 une généralisation de son équation aux mélanges en écrivant les cons-
tantes a et b sous la forme suivante:

b (42)

a = L xixjaij’ b = ¥ xixj 5

i,j i,j
ol les X représentent les fractions molaires des constituants du mélange. Aprés
la premiére guerre mondiale, les idées de van der Waals furent quelque peu ou-
bliées, et bient8t on ne se souvint plus que de son équation d'état, point cul-
minant de son oeuvre. Cette désaffection peut sans doute s'expliquer par le fait
qu'a ce moment-13, les physiciens tournérent toute leur attention vers la théo-
rie des quanta et la mécanique quantique naissante qui s'avéraient plus promet-
teuses pour déterminer la nature et 1l'origine des forces intermoléculaires. Mais
voila que, de nos jours, ces idées réapparaissent sous une forme plus moderne.
Dés 1938, le principe des états correspondants fut rattaché au fait que les po-
tentiels intermoléculaires de trads nombreuses molécules ont une forme géométrique

*k
commune . Dans les années cinquante et soixante, de nouvelles théories

* Les deux surfaces découpées par 1l'isotherme de van der Waals en forme de (N

et la droite horizontale du palier qui la traverse doivent &tre égales.

** Cette forme géométrique commune se traduit par une expression analytique pour
u(r). Par exemple, u(r) = €@ (r/0), ou € représente la profondeur du puitsde
potentiel, et ¢ est tel que u(G) = 0. Le potentiel de Lennard-Jones donné par

1'équation (32) est de cette forme.
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pertubatives de 1'état liquide furent développées avec succés; celles-ci ont
pour fondements la séparation nette entre forces de répulsion dues aux colli-
sions et forces d'attraction intermoléculaires, qui est a la base de 1'équation
de van der Waals. Cette dichotomie provient du fait que la structure molécu-
laire d'un liquide simple est essentiellement déterminée par la partie répul-
sive du potentiel, c'est a dire par les forces de répulsion développées au mo-
ment des collisions, tandis que les forces d'attraction ne jouent que le rdle
d'une sorte de "ciment" qui maintient les molécules ensemble 3 une densité &le-
vée; on en tient compte grlce i un calcul de pertubation*. Fgalement dans les
années soixante, la théorie des mélanges de van der Waals fut reprise & nouveau
sous le nom de "modéle a fluide unique de van der Waals". Dans cette version,
les paramétres du potentiel intermoléculaire du fluide unique sont calculés a
partir des paramétres des potentiels entre les constituants i et j du mélange
par des formules analogues a celle qu'obtint van der Waals pour les coefficients

a et b (voir (42)). Parexemple, pour un mélange binaire on obtient:

3 2 3 3 2 3
67 = X0 Ff X0, t X0
(43)
32 3 3 3
€07 = x)7€,07 * Iyx €507, + X €50,

ol aij est tel que uij( aij) =0 et ot € ij représente la profondeur du puits
du potentiel d'interaction uij entre les molécules des constituants i et j. Ces
quelques exemples montrent bien que, loin d'@tre reléguées au rang de monument
historique, les idées de van der Waals sont encore bien vivantes dans la physique

d'aujourd'hui.

* On met le potentiel sous la forme u(r) = u__, +u__, .
rép att

si de sorte que les propriétés d'un systéme de molécules interagissant par son

Le terme u_, est choi-
Tép

intermédiaire soient bien connues. On prend en général le potentiel correspon—
dant a l'interaction entre les sphéres rigides (u= @, r < 0; u=0, r > ¢g). C'est
la raison pour laquelle le fluide de sphéres rigides constitue, pour 1'étude de
1'état liquide, un modéle de référence qui, de ce fait, a été trés soigneusement

étudié. Le terme u, est alors traité par la méthode des pertubations.

tt
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APPENDICE I

DEMONSTRATION DU THEOREME DU VIRIEL DE CLAUSIUS

Considérons une assemblée de particules i repérées par leurs rayons vecteurs
;; et soumises 3 des forces totales I'T; (incluant les forces extérieures dues,
par exemple, & la présence de parois). Etudions la quantité EE;. ;;, ol [7;
désigne la quantité de mouvement (m Ti) d'une particule. Sa dérivée par rapport

au temps s'écrit:

e 5 _
w(X o) = X o1 X g oo
1 1 1
b2
_ - — i (I-1)
= ? Fi'ri + 21: el

puisque le principe fondamental de la dynamique permet d'écrire d;;/dt = Fi et

dr_i./dt = f)_;/m. La valeur moyenne dans le temps de (I-1) donne:

T
[ (T w.mpe = H(E o, - (X6, ]
o 1 1 1

i*Tifr i*7i

N |
N

= Xl: Fi.?; + 2F_, (1-2)
oii EC = ¥ piz/Zm représente 1'énergie cinétique totale du systéme. La quantité
-(1/2) ¥ F:;; est appelée viriel de Clausius. Comme ZE; ;; reste fini pour
un gaz confiné, le membre de gauche de 1'&quation précédente tend vers 0 pour des
temps suffisamment longs (7 — @), et on obtient le théoréme du viriel de Clau-
sius:

T o= -

C

> Foor,, (I-3)
i

o=

3 1'équilibre, 1'énergie cinétique moyenne d'un gaz est égale 3 son viriel moyen.
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APPENDICE II
DERIVATION DE L'EXPRESSION (29) DE B(T)

Nous avons vu que B(T) pouvait se mettre sous la forme (Eq. 28):
Al 3
B(T) = - (2mN,/3KT) f exp(— u/kT) (du/dr) r°dr . (II-1)
o

On peut obtenir une expression plus simple,et plus pratique dans certains cas,
grice a une intégration par parties. En effet, 1'intégrale I de 1'équation pré-

cédente se met sous la forme:
®d 3
I = kT /o 4= [1 - exp(- wkD ] £ dr, (11-2)

son intégration par parties conduit alors a 1'expression:
_ r=° Y -
I - {kT - [1 -e “(r)/kT]} - [ [1 -e “(r)/kT]rz dr.
r=0 [¢]

Le premier terme s'annule pour r =0 (& cause de r3) et pour r —» o; en effet, dans
ce cas: 1 ~ exp(- u/kT) =~ u/kT et si u(r) ~ r ™ avec n >3 (en général n=6), ce

terme s'annule. B(T) s'écrit alors:

B(T) = 27N, [’[1 - exp(~u/kT)] rdr. (11-3)
o

APPENDICE III
EXPRESSION DE B(T) POUR LE POTENTIEL DE LENNARD-JONES (12,6)

L'interprétation des résultats expérimentaux obtenus pour le deuxiéme coef-
ficient du viriel,d 1l'aide du potentiel de Lennard-Jones,remonte a l'intégration
analytique de B(T) pour le modéle général (m,n),réalisée en 1924, Dans le cas

du potentiel (12,6) (voir Eq. 32), on obtient:

BT = @aNo’/3) LB, (e/kD) i+ D/4] (111-1)
j=o
ol
G+ i -
Bj = - % F(EJA—I ). (T, fonction gamma) (I11-2)

Les coefficients Bj,ainsi que B(T),ont été tabulés.
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