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RESUME

Diverses solutions analytiques sont apportées a la résolution d'un
probléme de cinétique chimique relatif a des réactions successives et
concernant la réduction des ions mercurique. Leurs limites sont présen-
tées par comparaison avec les résultats obtenus dans le traitement
numérique direct du systeme différentiel.

L’intérét de I'informatique, par son aptitude a traiter des problemes
ou une solution analytique rigoureuse n’est pas possible, est ainsi mis
en évidence. Toutefois, la vigilance avec laquelle les calculs doivent
étre menés, en particulier dans les approximations induites par les
techniques numériques elles-mémes, est soulignée.

1. INTRODUCTION

Il est désormais établi que I'usage de l'ordinateur est particuliére-
ment bien adapté pour traiter de probléemes de simulation notamment
dans le domaine de la cinétique chimique. Il permet d'une part, de
valider les modeéles approchés de systémes complexes et d'autre part,
d’étudier aisément le comportement de ces mémes systémes dans des
conditions expérimentales variées.

Ce n’est donc pas, en premier lieu, pour illustrer une nouvelle fois
cette utilisation de I'informatique en chimie que nous avons entrepris
ce travail mais bien pour mettre a profit les ressources de I'ordinateur
dans la résolution d’'un probléeme de cinétique pour lequel les solutions
jusqu’alors proposées ne nous paraissaient pas satisfaisantes.

Il concerne I'étude de réactions successives appliquées a la réduc-
tion d'un sel mercurique et correspond a une partie d’'un probléme de
concours (ULM 1968).
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2. POSITION DU PROBLEME

Nous reportons ici 'énoncé du probleme tel qu'il a été proposé au
concours et tel qu’on peut le retrouver dans la référence 1.

Réduction d’'un sel mercurique

On étudie a 75°C sous une pression d’hydrogene de quatre
atmosphéres la réduction par I'hydrogéne moleculalre d'une solutlon de
perchlorate mercurique de concentration initiale C = = 10ol.L7L

La réduction a lieu en deux étapes selon les réactions suivantes :

k

2HE +Hy, — Hg?"+2H 0)
k!

Hg”*+Hy — 2Hg+2H" an

Chacune de ces réactions est du premier ordre par rapport a
I’hydrogéne et du premier ordre par rapport a I'ion correspondant
mercurique ou mercureux et on peut poser pour la vitesse de comsom-
mation de I'hydrogéne (exprimée en motimn- )

v =k (Hg?) (Hy) + k' (Hg,?") (Hy)  avec(Hy) =a . pH,
Les ions mercuriques et mercureux donnent lieu éventuellement a
I’équilibre instantané :
Ky
Ho?*  _ Ho+H@* K=(HE?")/ (Hg?") =kiky (1)
ka
avec : K = 0,015 & 75°C.

Montrer que le mercure métallique n’apparait pas dés le début de
la réduction et qu'il y a deux régimes différents pour la vitesse de
réduction ; on exprimera dans chacun de ces régimes les relations liant

les concentrations x = (ﬁ@) ouy=(Hg,?"), le temps t et les constantes

k, k' et K ; on indiquera l'allure des courbes ainsi obtenues et |'on
calculera le tempsg fau bout duquel la concentration des ions mercureux

ng2+ passe par un maximum en adoptant les valeurs suivantes paur les
constantes de vitesse :
k=9,7L.mol"1. mn?l; kK=1,13L.mort. mn?;
a=7,3.10%mol. L. atnT?
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Il s’agit donc de I'étude de la réduction des ions mercuriques en
mercure, réduction qui s’effectue en deux étapes (I) et (Il), donnant
naissance intermédiairement a des ions mercureux. Par ailleurs, les ions
mercuriques et mercureux sont susceptibles - en fonction de la présence
ou non de mercure - de donner lieu a un équilibre instantané (lll) (on
notera respectivement (lIl) et (-lll) les réactions directe et inverse) : en
I'absence de données numériques sur les constantes de vitetde, k
on considérera que celles-ci sont trés grandes devant k et k’. Dans les

simulations numériques, nous avons pris arbitrairenkent 10* et
k1=K . ko =150.

3. ETUDE QUALITATIVE DU PHENOMENE

Si I'on ne s’intéresse qu’aux évolutions dans le temps de I'élément
Hg sous ses 3 formes (mercure métallique, ion mercureux, ion mercu-
riqge), initialement tout le mercure est sous forme d’ions mercuriques
Hg-".

¥
0y
: LEGERDE
1
J : courbe (0 ooz f(E)
7 %¥u)} Phase A' Phase B
"7‘<_ ! aurbe (&) 0y = 4l
1 courhe (3 0 Wdz e
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) | ’H,.H‘m
5. 46 ‘ e
J “‘-\‘_‘_ 5
144) ,w"'ﬂﬁ
o
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1,54 /"ﬁ LH“"‘“»».,__‘_M
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Figure 1 : résultats méthode 3 et résolution numérique du systeme différentiel.
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Dans une premiere phase (phase A, figure 1), I'équilibre n’est pas
réalisé en raison de I'absence de I'un des partenaires de cet équilibre
(le mercure métalliqgue Hg). En effet, au cours de cette phase

caractérisée paHg?")/(Hg2>") > K, la vitesse de la réaction (-11) est
supérieure a celle de la réaction (Il > vany.

Par conséquent :
— I'ion mercureuxHg2?" produit dans la réaction (I) et disparaissant
selon la réaction (1) sera immédiatement régénéré par la réaction (-111),

— symétriquement, le mercure métallique produit selon (ll) disparaitra
instantanément selon (-111).

Enfin que ce soit par la réaction (I) ou par la réaction (-1l), la
quantité de HE]’r décroitra constamment au cours du temps.

En conclusion, cette période initiale sera caractéristisée par :
— une décroissance de (Hy

— une augmentation delgz>"),

— une quantité constamment nulle de Hg.

Cette premiére phase cessera dés lors que la concentration en

(HgZ+) aura suffisamment diminué et celle @g>>") augmenté pour
que I'équilibre soit atteint ; a ce moment, on aura :

K = (HE)
(Hg?")

La phase (B) débutera alors.

O vl =v(lN)

Au cours de cette phase, I'équilibre sera sans cesse établi bien que

remis en cause a tout moment par des variation$ig€") (réactions

(1) et (I1)) et de (Hﬁ*) (réaction (1)). Celles-ci seront telles qu’elles
provoqueront un déplacement vers la droite de I'équilibre (réaction
(1) et par conséquent une augmentation réguliere de la quantité de
Hg métallique (réactions (II) et (111)).

Notons ici que ce comportement ne vaut que parce que I'équilibre
(11 est «instantané» (c’est-a-dire &t ko - fixés, rappelons-le arbitrai-
rement & 150 et falans nos simulations - «aussi grands que I'on veut»
par rapport a k et k’) : nous nous proposons d’étudier, ultérieurement,

B.U.P. n° 755



BULLETIN DE LUNION DES PHYSICIENS 923

ce type de schéma réactionnel dans d’'autres situations ol cette
condition ne serait pas vérifiée.

4. EQUATIONS CINETIQUES

4.1. Phase A
a) Equations de vitesse

Comme nous l'avons signalé dans le paragraphe précédent, cette
phase correspond &g?")/(Hg2?") > K, soit avec les notations préco-
niséengng') =x, (Hg?") = v xy > K.

On peut écrire a la lumiére de notre description qualitative et
compte tenu du fait que (voir énoncé) les réactions (1) et (ll) sont du
premier ordre par rapport a2kt par rapport a 'ion mercurique ou
mercureux correspondant :

dx _

Tt = 2kx(HY) — 2Ky (H) )

Le terme- 2k'y (H2) correspond a la quantité d’ions ?—Tg}lispa-
raissant par la réaction (-11l). Celle-ci est égale a la quantité d’atomes
Hg formés selon (Il).

B =k (Hy) — Ky (Hy) + 2Ky (Hy) = kx (Hy) + Ky (Hy)

dt 2)
| 1l =1
Des équations (1) et (2), on déduit :
dx _ 2dy Lo
a9t dt Soit X=—2y+ Xg 3)

avec au temps t =0,y =0 donc X & X

b) Equations de concentration
L’équation (1) peut se réécrire :

X =~ 2k(Hy) X+ (x =) K’ (H)
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soit par le changement de variable X = xg= X

%:Bx+y avec B=(-2k+k’) (Hz)

et =— 2k (H2) xo

La résolution de cette équation différentielle donne :

_ 2kxg (= 2k+K) (H )t

X= e e "o (@)
_Xo—Xx_ kxg ( 2k+K) (Hy) t ,
el H )

c) Calcul du temps t1 et des concentrations x1 et y1 en fin de phase (A)

Le temps t correspond a x/ly = K : la diminution de x et
I'augmentation de y selon le processus A sont telles qu’au temps t
I’équilibre (I11) est établi et permet le démarrage du processus (B).

En s’appuyant sur (3), on a alors :
_ Kxp
T 2+K

X1

Soitx1=7.10 ®mol . L™t et y=5.10 “mol. L™ %

L’expression de xintroduite dans (4) permet de déduire* :

1 kK + Kk’ 1 2+K
t; = L = L 5
L2kt ) (Hy) K @+K)  (2k—K) (M) ”K% ©

* || est intéressant de rapprocher notre expression (5) de celle proposée par
P. MORLAES et J.C. MORLAES [1] :
K(H) K (>

ty

On note que si 'approximation 2k —%'2k est justifiée (k’ < k), I'approxima-
tion K + k'/k = K est incorrecte (K = 0,015 ; k'/k = 0,1165) et donne pouimte
valeur trop forte { = 86,5 min.
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L'application numérique avec les données précisées dans I'énoncé
donne :
t1 = 51,16 min*

4.2. Phase B
a) Equations de vitesse

Au cours de cette phase, I'équilibre (lll) est a considérer ; il s’en
suit que :

% = — 2kx(Hy) + kqy — kox (6)
dy _ :
Gt~ KX (H) =Ky (Ho) —kqy + kox (7)

On peut dire qu'a tout moment, I'état d’équilibre est «quasi
atteint» :

k
x =Ky ou K=k—1 soit kx =kyy
2
Posons donc :
X=X €t Y=Y+ 0y
I'indice e faisant référence a des grandeurs vérifiant I'équilibre (111) :
Xe/Ye = K s0it kXg = KqYe

(x,y) représentant le couple de valeurs expérimentales s'écartant du
couple a I'équilibre (x = & ye) de la qualit®y. (Notons que I'on aurait

pu aussi bien écrire : x =%+ Ox* et y = y¢*, comparant ainsi les
valeurs expérimentales (x,y) a des valeurs vérifiant I'équililfeex

ye', (avecy = ) :

Selon le choix d'écriture que nous avons fait, nous aurons donc :

au temps t : X =& et y =Ye+ 0y

autempst+dt: x =x% Yy =ye+dy

soit : X' —X=Xe—Xe Y —y=Ye—Ye+dy -0y
dx = dx dy = dye + d(dy) = dye
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Alors (6) et (7) s’écrivent :

d
B = 2K () + kye — ke + kidy = — 2k (HD) +y By (6)
dve _, , , 5

e = ke (M) — K'Y (Hp) — e+ kaxe— (K (H) + k) By

= ot (H) = K'Y (Ha) (k' (Ho) + ko) 3y )

b) Résolution approchée

a) Approximations

Ce probléme doit étre traité avec prudence : en effaly sst
faible, ki est «aussi grand que I'on veut» et il n'y a pas lieu de négliger
le terme kdy dans les relations (6) et (77).

Le faire (Méthode 1), reviendrait, sur le plan de la cinétique chimique,
aignorer le réle de «régulateur permanent» de I'équilibre «instantané» (lll)
et & ne considérer qu'un systéme réduit aux étapes (I) et (II)* et aboutirait
a des résultats incorrects sur x, y et Hg (tableau 1) :

X =X =1,3510% g 2kt (8)
4 i
y=ye= 1,i,5._120k k e—2k(H2)t +5,02 104e—k (Hpt
—k (H)t
~5,92.10%e ¥ )

(constantes d’intégration déterminées au temps81,16 mn).

Par contre (Méthode 2), si I'on ajoute (6”) + (7') on obtient :

dxe  dy, -
TR kY () K (H) By (6'+7)

* En outre, la simplification des équations (6’) et (7’) basée sur la relation
Xe!/ Ye= K dxe/ dt = K. dy/ dt conduirait a :
— 2 kxe (H2) = K (kxe (H2) — k'ye (H2)).
0 K= (k'/k) — 2 ce qui n'est manifestement pas veérifié.
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PHASE A
t 0 10 20 30 40 50
X 1073 5,6.107 3,02.107 1,52.10™ 0,631.107" o,113.107"
h:, R - i -y i |
z v 0 2,2.107 3,49.107 u,26.107" t,68.10™ 4,94,10™"
g
=g He 0 0 0 0 0 0
e £
23 xiv - 2,506 0,867 0,357 0,135 0,023
g -3 -3 -3 -3 - .
Masse 10 {0 10 10 0,99%.10 | 0,099.1073
X
Ny
3
- Hg Idem
g
2z
5 Xy
E
Masse
4 X
Y
-
8 Hg 1dem
2
EZX X/y
& Masse
- PHASE B
60 70 30 90 100 200 300 400
4,51.107 2,56.10 | 145,107 8,25.107 4,68.1077 1,62.1077 56210702 | 1950074
4,83.107 4,69.107* 456107 4,40.10°% 4,26.107" 3,06.107" 2,20.107 1,58.107
2,79.107 5,94.107 9,00.107 119.107% 168,107 3,88.10™ 56000 | 683007
9,3.107 5,5.107 3,2.107 1,9.1073 1,107 5,3.10° 2,6.10°8 1,2.10710
0,998.10 | 110 0,999.10% | 11073 11073 1107 L1073 0,999.107
7,20.10°6 6,96.10° 6,69.10°6 6,45.1078 6,22.10°¢ 6,31.107 2,99.107® 2,07.10°°
4,380,107 4,63.107" 466107 4,30.107 4,15.107 2,87.107" 1,99.107% 1,38.107
2,85.107 5,96.107° 8,96.107° 118007 1u6.107% 3,75.107 5,36.107" 640107
0,015 0,015 0,015 0,015 0,015 0,015 0,015 0,015
0,996.102 | 0996102 | 0988107 | os80107 | 0982107 | 0953107 | 0935007 | 0922107
7,20.1078 6,94.1076 6,69.1076 6,45.10°6 6.22.1076 4,31.10°¢ 2,99.107¢ 2,07.107
4,80.107 u,63.107 46,107 4,30.107* o150 2,87.10™ 1,99.107% 1,38.107
3,20.107° 6,72.107 101107 1,33.107 168107 4,21.107 5,99.107" 7,22.107%
0,015 0,015 0,015 0,015 0,015 0,015 0,015 0,015
-3 . -3 - . - . - - -
1.10 110 L1g7? 0,999.102 | 110> 0,999.107 | 1107 1107

Tableau 1: Résultats des diverses simulations numériques.
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Cette fois, il est légitime de négliger le terme k)@ devant
K'ye (H) :

K(H)y _dy _y—Ye_

= 0
Kye(H) Ye Ve

Oy apparaissent comme un terme d’écart a I'équilibre quasi atteint. On peut
donc écrire :

dye
ot (1+K)=—-(kK+K) (Hp) ye

d’ou un calcul correct des concentrations x et y.

B) Expression des concentrations X et y

L’intégration donne :

kK +k’
4 14K (Hat
Yy =Y¥.=5,99.10"e (9)
et: _kf:I:’ (Hyt
X=X = Kye=5,99.10°K e @)

(constante d’intégration déterminée au temps 51,16 mn).

Si I'on remarque (tableau 1) que les concentrations x sont environ
100 fois plus faibles que les concentrations y, I'erreur commise dans la
méthode 1 sera donc beaucoup plus sensible sur x que sury.

y) Variation de la guantité de mercure métallique

Si I'on considére que la réduction s’effectue dans un litre de
solution pour pouvoir confondre quantités et concentrations, alors dans
la phase B le mercure métallique produit suit la loi :

dHg _

at 2k’ y (Ho) + kqy — kox (10)

Ici, utiliser les formes approchées de x et y revient a négliger le terme
kiy — kox = k10y, ce qui, comme nous l'avons remarqué précédemment,
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n'est pas valable. Toutefois, avec ce mode de calcul, nous n'avons pas
possibilité d'y échapper et trouvons :

Homoi=— 1,185.10°e 3310 1102 ginoge 1 ()

=3
=-1,077.10%e 36710118 93.10*  meéthode 2
(constante d’intégration déterminée au tempstt Hg = 0).
Pour remédier a cette insuffisance dans le calcul de la quantité de

Hg métallique, nous avons développé une autre approche qui ne
nécessite aucune approximation.

c) Résolution exacte (Méthode 3)
La dérivation de I'équation (6) donne :

d X _ dx dy

qui compte tenu de (6) et (7) peut se réécrire :

d?x dx
—+B—+Cx 0 !
" (127
avec B =(2k + k') (H2) + k1 + ko2
C=(H2) [k1 k + k' (2k (H2) + k2)]

La résolution de ce type d’équation différentielle conduit a 3 types
de solutions possibles selon le signe du discrimidade I'équation
caractéristique associéeZ ¥ Br + C = 0. Ici Q > 0) nous ne retien-
drons que la solution qui nous intéresse, a savoir :

CQ r2t (13)

C1 et G : constantes d'intégration j ret r racines (réelles) de
I’équation caractéristique.

rlt

x=C;e

L'expression de y tirée de I'équation (6) :

kll % +X(2K (Hy) + kz)D

donne :

= R (v 2 + k) + O (4 2k () + k] (1)
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Le calcul exact de la quantité de Hg produite est possible a partir
de I'équation (10) qui compte tenu de (13) et (14) s’écrit :

dHg _ Dty Edd

dt
avec : 2K (Hp) +ky) (r1 + 2k (Hp) +ky) O
p=c, 1 2 1)k1 2tk | o
O ! o
2k’ (H5) + kq) (r» + 2k (H-) + k g
E=C2E( (Hp) 1)(k2 (Hp) 2)_k2
O ! o
soit : Hg=2 ¢+ E e+ F (15)

r 2

a) Application numérique

Dans le cadre du probléme traité (équilibre (Ill) «instantané» : k
et ke » «) et compte tenu des diverses valeurs numériques, on peut
voir que :

B=1,015k - o
C=3,724.10 °kp — o

r=-3669.10 °
rp=—1,015k - —oo
Cette derniere valeur entraine que les équations (13), (14) et (15)

se réduisent a un seul terme exponentiel ((13) et (14)) plus éventuelle-
ment une constante (15) :

x:—0,90.105e‘3'669-103t (16)
=—5,99.10 4e~3:669.10° 17
On peut voir que :

rit
, . Cie
— l'expressiony =

:% vérifie pratiquement I’équilibre (lll) et

donne donc des résultats trés voisins de ceux trouvés par la méthode
approchée,
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— par contre, l'expression trouvée pour Hg difféere sensiblement de
I'expression (11) :

Hg:—1,207.1038_3’669'103t+1.10_3 (18)

(au tempst: Hg = 0).

Remargues
1) Sur le plan analytique, le calcul exact conduit a I'expression :
Hg=E &' +F
avec : E—D— X1 K+2
T gt K
K+2
F=x, K

alors que la méthode approchée donne une expression analogue, mais
avec :

2k’ x4 (1 +K) - 2k'x1 (1 +K)

B % A — et = —
1K (KK + k') K (KK +K)

2) On peut s’assurer de la validité des expressions analytiques précé-
dentes (16), (17), (18) en montrant que celles-ci vérifient exactement
la loi de conservation de la matiére qui dans notre cas peut se mettre
sous la forme:

Xo=X+2y+Hg

-3
X0 =(0,90.10" °+ 2.59,9 — 120,y10~ ° g 366910 't 7 1073

-3
e 3,669.10 "t 1.10—3

X0 =0. =10~ 3 quel que soit t.

La valeur trouvée (1.I5) indépendante du temps est donc bien
toujours égale a la valeur 1.Tade la concentration initialeox

Nous aurions pu par ailleurs mettre a profit cette loi pour
déterminer la quantité de Hg qui posait probleme dans la méthode
approchée précédente (méthode 2).
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5. TRAITEMENT INFORMATIQUE

Le programme écrit en Turbo Pascal comporte 2 parties rédigées
sous forme de procédures appelées successivement par le programme
principal :

1) La procédure «cinétique»: elle effectue les divers calculs selon

les modeles décrits précédemment et stocke dans divers tableaux (un par
courbe a tracer) les concentrations ou quantités e%f',l—tgl;gz2+ et Hg

au cours du temps.

2) La procédure «graphique»: elle utilise les données stockées
préalablement dans les tableaux et exploite les ressources de Turbo
Graphix Toolbox* pour obtenir les divers tracés inclus dans cet article
(tracés des courbes, des axes, calcul automatique d’échelles, |égendes,
etc...).

Nous ne détaillerons que quelques points de la procédure cinétique
qui méritent une attention particuliére**.

5.1. Généralités

Nous travaillons sur les systemes différentiels (1), (2) avec Hg = 0
(phase A) et (6), (7), (10) (phase B), le passage phase.(fihase (B)
s’effectuant pour fy — kox <= 0.

Nous avons choisi un pas d'étude dt=0,1 min. et conservé les
résultats & chaque minute pour les tracés ultérieurs. Nous avons effectué
I’étude entre t = 0 et 400 min.

La méthode d’'Euler a été retenue comme méthode de résolution des
équations différentielles, par simplicité, car elle ne requiert que la
connaissance des valeurs initiales des concentrations.

La précision sur la détermination du tempsde changement de
phase (A- B) est de 0,1 min. car nous n’avons pas jugé utile de
remettre en cause le régime choisi (A ou B) dans l'intervalle de temps
t et t + dt qui encadre la valeur précise (calculée précédemment) de t

La procédure «cinétique» primitivement congue pour le traitement
différentiel a été ensuite adaptée pour exploiter successivement les

* Marque déposée de Borland International.
**  Listings ou disquette (indiquer le format désiré) disponibles sur demande)
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divers modéles analytiques (méthodes 1, 2 et 3) que nous avons
présentés dans le paragraphe 4.

5.2. Remarques : sur la Méthode d’Euler

Nous avons reporté en Annexe le détail de son application. Il est
toutefois important de noter ici que dans le cadre du probléme étudié,
cette application nécessite un traitement «couplé» des équations
différentielles conduisant aux concentrations x et y en fonction du
temps.

6. RESULTATS ET CONCLUSIONS

Les résultats ont été regroupés dans le tableau 1 et illustrés sur les
figures 1 et 2. En particulier, nous avons représenté sur la figure 1 les
résultats en tous points comparables concernant le traitement simulé sur
les équations différentielles et les résultats issus du calcul sans
approximation (méthode 3). Ceci montre la justesse de ces
2 démarches.

it
LEGENDE
| Phase B ﬁa"? = 1‘“”
{5 . .
) gquilibre TIT neglide
1‘31: £ phust B
{15,
|jx.7$:
0.52:
06
("M‘r i [ | I | [ I | I | i i I 1 '2
(1 0.5 1.0 15 .00 1.5 .00 350 {0

Figure 2 : Evolution de }fapparent: xly dans la phase B (méthode 1).
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Par ailleurs si les résultats obtenus par les formules approchées peuvent
se révéler excellents dans le calcul de telle ou telle concentration :

— méthode 1 :Hg»?",

— méthode 2 :Ng”) et 0—|gzz+),

ils apparaissent insuffisamment précis dans les autres cas :

— méthode 1 : (H%jL), Hg conduisant a une constante d'équilibre,
«K apparent», incorrecte (figure 2),

— méthode 2 : Hg, conservation de la matiere non vérifiée (tableau 1).
Les limites de ce type de calcul sont ainsi mises en évidence.

Le travail présenté dans cet article, montre aussi, a travers un
probléme particulier, la complémentarité que peut apporter sur le plan
de la compréhension d’un phénoméne chimique la simulation numéri-
que et le traitement analytique.

L’intérét du traitement numérique apparait évident. La technique
développée permet en effet par sa souplesse et sa généralité de s’adapter
a de nombreux cas, et de donner des résultats exacts méme la ou le
traitement analytique rigoureux ne serait pas possible. C’est ce que nous
nous proposons de faire en élargissant le probléme traité ici au cas ou
les conditions d’équilibre «instantané» ne sont pas vérifiées.
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Annexe
Sur la méthode d’Euler

Son principe est bien connu [2, 3]. Il repose sur I'utilisation de la
fonction dérivée d'une fonction x(t) : dx/dt = f(t).

Connaissant la valeupxle x au tempst il est possible de calculer
x a des intervalles de temps dt fixés arbitrairement. Ce calcul au temps
t+dt sera d’autant meilleur que l'intervalle de temps dt aura été
découpé en tranches dt/i plus petites. Dans la pratique, le calcul est
effectué pour i = 1,2,4.cinvergencfanches de durée dt/i et est interrom-
pu lorsque la convergence est obtenue, a une tolérence pres (fixée
arbitrairement ici aAx/x = 10) entre les deux étapes successives
iconvergencé 2 et Eonvergen(;e

Toutefois, dans le probléme traité ici, 2 difficultés apparaissent et
nécessitent un examen attentif :

1) Dans notre cas, les équations différentielles (1), (2) et (6), (7) faisant
apparaitre a la fois les fonctions du temps doivent étre traitées
simultanément.

En effet, a chaque phase k (k=1,2,3...i/2envkrgenéd) du
processus itératif répété i fois (i = 1,2,4...,cenlergende la connais-
sance des concentrations x et y atteintes a la phase k — 1 précédente est
requise, ce qui implique la mise en place de I'algorithme détaillé dans
le (tableau 2).

2) Dans la phase B, le traitement numérique ne peut étre simplement
mené sur les formules (6), (7) et (10). En effet, si 'on considere, par
exemple, la concentration x en Hg

% == 2kx(Hy) + kyy — kox
compte tenu des valeurs élevées deek ko (respectivement 150 et
1.10" choisies arbitrairement pour satisfaire a I'énoncé : équilibre
«instantané»), I'application directe de cette formule impliquerait une
connaissance particulierement précise des grandeurs x et y au départ de
chaque intervalle de temps dt car ces valeurs ne sont pas remises en
cause dans le processus de convergence. Ceci impose en particulier de
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Cas d'une seule fonction
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Nombre d'étapes I

} 1 étape

i i
} convergence convergence

P 2 étapes

P i étapes

Nombre d'étapes i =

Xppge = %+ HO) dt
d dt, d ]
Xeedt = %4 * (1) gt + H+2h gt
2 2 2
- x4t + f(t+g) dt
2 2 2
x x -fr) & + fea(i-ndhdt ]
t+dt T . ’ L
1 1 1
= g, 4 fee(i-ndhdt
i
: Xt+(1-1)% - f(tf(i—l)%)%
J
Xppdp = e
Cas de 2 fonctions couplées
Xppar = X+ Hxpydt
Yiegr = Yo * 8(xpygdt
lere étape | 2eme étape
!
dt ! dt
X = x_ o+ fx,y )= + iHx, dt vy,  di—
t+dt t 1:’1:2 | t+2 s Ty,
|
d l d
X T dt
) M ‘(Xt+g s yt+-¢£) 2
[ 2 2
|
y + glx,y.) + (x, dt vy andt
Yiidt Yo+ BWXpYy : g e, 52
Y, 4t E gx, dt vy andt
2 ! t+—2 s t+2— 2

L 1 étape

L 2 étapes

Phase k

i/2

/2

Phase k =
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lére étape iéme étape

L
.
L

Mredt T %t | —
1 1

, . . dt

X, + 1"(:<,E,yt)c.—t ;— ......... + f(xtf(hl)dt , y“(x—l)dt)A
i ;

I |

|

{

b i étapes i/2

dt { : . dt
Yeedt = Yt * g(xt,yt)i— ]L ........ {- g(xt+(l-l?dt s yt+(l 1_)dt)i
H i i
1

t t+
i i i i

) . . dt
avec x,_(j-L)dt = x, (j-2)dt + f(x“(]-z)dt s yt+()—2)dt)i—)

v, G-1dt = yt+<j-2)dt + glx, (-2)dt > ¥y, (-2t
i i i i

e
1

igjgi

/2

i i
convergence’ convergence

Tableau 2 : Détail de la méthode d’Euler.

déclencher la phase B a un tempscbnnu avec une particuliere

précision (x/yIK), faute de quoi, le terme correctifyk— kox devient
prépondérant et les résultats trés vite aberrants.

Comme nous n'avons pas cherché a connaitregc une précision
supérieure a dt=0,1 min., nous avons dd recourir a une technique
particuliere de résolution de ce type d’équation.

A chaque étape du processus d’Euler décrit précédemment (inter-
valle de temps dt/i, i = 1,2,4cehvergenge NOUS avons traité le calcul en
2 temps, passant par des valeurs provisoires des concentrations x ety
(tableau 3).
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Temps t t +$
1°" temps ™€ temps
dt
Concent Xéquilibre= (Xe) Xprovisoire= (Xp) = Xe — 2K (H2) T X'e=Xp—8
trations

Yprovisoire= (Yp) =VYet [ kxe (H2)
Yéquilibre= (Ye) — K (H2)] $ Ye=Yp—0

Hgesquilibre= (H0e)| HYprovisoire= (Hgp) = Hge + 2K'Ye (H2) % Hg'e=Hgy -6

Tableau 3 : Traitement des termes correctifs dans les équations cinétiques.

Le premier temps ne prend en compte que les réaction (1) et (Il) ;
le termed provient du déplacement de I'équilibre (lll), sans présumer
de son sensd(positif ou négatif) mais tel que : variation de concentra-
tion de H§+:—variation de concentration dég,"? = variation de
guantité de Hg (sur la base d’un litre de solution).

Le termed se calcule aisément par la relation :
X'e Xp—0 _Xp—Kyp
y'e_yp—a_ - 1+K

ou a chaque étape dt/ipxt y sont d’abord calculés. Ainsi, plus le
nombre d’étapes i augmente, plus ou simule un comportement proche
de la réalité.
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