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Equilibre rapide ou état stationnaire ?

par M. DELUZARCHE
67000 Strasbourg

INTRODUCTION

La cinétique chimique conduit généralement a la résolution d'un
systeme d’équations différentielles. Méme dans les cas relativement
simples ou ce systéme peut étre résolu analytiquement, il est souvent
avantageux de proposer des simplifications s’appuyant sur des faits
expérimentaux.

Les deux simplifications les plus utilisées sont I'approximation de
I’état quasistationnaire (AEQS) et celle de I'existence d'un équilibre
rapide (AER).

Malheureusement ces simplifications, parfois abusivement mélan-
gées, peuvent conduire, si I'on n'y prend pas garde, a des généralisa-
tions incorrectes. Il serait d'ailleurs intéressant, bien qu'assez stérile
quant aux résultats, de faire une bibliographie sur les abus du «principe»
d’état stationnaire.

Ces remarques étant faites, on voit combien il serait utile d’avoir
une méthode de résolution des équations différentielles en cinétique
chimique. Malheureusement, les systémes chimiques conduisent sou-
vent & des systemes d’équations non linéaires dont on n’est pas en
mesure de donner une solution générale. Pour confronter le modéle
cinétique et les résultats expérimentaux on est donc contraint, soit de
résoudre numériqguement le systeme différentiel par différentes métho-
des (processus de Markov, méthode de Monte-Carlo par exemple), soit
de rajouter des réactifs en excés de fagon a n’avoir que des réactions
d'ordre 1 apparent ; les équations différentielles deviennent alors
linéaires et I'on dispose de méthodes générales de résolution. Une
méthode intéressante est d'utiliser la transformée de Laplace (tous les
renseignements concernant la transformée de Laplace sont donnés en
annexe). Le développement de l'informatique permet, en effet, la
réalisation de systémes experts utilisant le calcul formel [1], [2]. Or la
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transformée de Laplace se préte a ce genre de réalisation et offre, par
la méme, un outil puissant pour la modélisation de réactions.

MISE EN FORME DU PROBLEME

Ainsi qu’il a été indiqué précédemment, le but de cet article est de
comparer les résultats fournis par I'AEQS, par 'AER et les résultats
exacts. Les schémas cinétiques étudiés devront donc comporter unique-
ment des réactions d’ordre 1, au moins 1 équilibre et au moins 3
réactifs. Afin de ne pas compliquer inutiliement les calculs seuls seront
retenus ici les deux schémas les plus simples :

k, schéma (2) Ky
R=—A R——B
schéma (1) Ky
k3 k3
A B B=—A

Notons que le schéma (1) est celui qui est utilisé dans le modele
du complexe activé ; on peut également en trouver un exemple dans
«I’horloge» a formaldéhyde [3], [4].

Dans tous les cas les conditions initiales seront les suivantes :
[Rlt=0=Ro [Alt=0=[Blt=0=0

Schéma (1)
k2 k3
R=—A——B

Ky

K
S =k A ﬁ:Kk—; Ro=[A] +[B] +[R]

Si I'on veut que I'équilibre soit effectivement trés rapide devant la
deuxiéme réaction, la condition let k; > > k3 doit évidemment étre
réalisée :

ks.K ks.K
04 = Ro-B) 0 APl o gy =

dt  1+K 1 Ro
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D’ou l'on tire :
kK t
0 - O
[Bl=Ryd-e K O
0 O
kK .
[A] =——Rge L*K
1+K
kK
R, -
[R] 0 1+K
1+K

Remarquons tout de suite que la condition initiale [A] = 0 n’est pas
vérifiée. Cette donnée est évidemment incompatible avec notre modele,
I'’équilibre devant toujours étre atteint! Ce modéle ne peut donc pas
étre appliqué au tout début de la réaction. Nous reviendrons sur ce point
avec I'étude des solutions exactes.

Il est intéressant de noter les deux solutions extrémes :
» K<< 1 etdonc k<<k,cest-a-dire k >> k; << k3

Kyks
O ~—to
B] = A-e 2 [
[B] =Ry 1 0
. kikg
[Al =3 Roe '
ko
ke,
[RI=R,e '

e K>>1 etdonc k<< kj c'est-a-dire k >> ky << k3
Bl =Ry (1 -ek
[A] = R e kot

ka
R] =—=
R1={
Dans ce dernier cas les constantes de vitesse de I'équilibre
n'interviennent plus dans la variation des concentrations en fonction du

temps.

RO e kst
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Il faut étre conscient qu’il y a danger & manipuler inconsidérément
les équations différentielles dans le cadre d’'une approximation. Repre-
nons le cas général de 'AER :

[A] = K.[R], mais il est incorrect d’écrire qug%=K% des
gu’intervient une réaction donnant ou consommant un des réactif
participant a I'équilibre. En fait I'équilibre n’est jamais atteint puis-
gu'on consomme (dans notre schéma) un de ses réactifs ; écrire la
relation ci-dessus reviendrait a négliger la vitesse de la réaction de
disparition c’est-a-dire a écrire :

Al =K. [R]
Al _dR] _
LA] =K M t t
dt Todt

b) AEQS
% = 0= ky.[R] - ka[A] - ko [A]
Bl= i fa Ro=[R]+[A] + [E]
AR =k, 1A - Ky [R)

A doit étre une entité qui ne doit pas s’accumuler. On doit donc
vérifier pour que cette approximation soit valablg <k k;, + k3.

Dans ces conditionsk;.[R] = [A]. Elel + kgget donc
ky

[A] =m (Ro—1[B]) -

On obtient alors I'équation différentielle :
d[B] + kl.k3 _ klk3
dt  ky+kp+ks ki+ky+kg ©

dont la résolution conduit aux solutions suivantes :
Kykg
[B] = ROFl—e k1+k2+k3 E
O 0

B.U.P. n° 745



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 901

Kyks

I(l Roe_k1+k2+k3
ko + k3

[A] =

Ky kg

[R]=Roe ™™o

Remarquons cette fois-ci que si ¥ ks on retrouve les mémes
expressions que celles obtenues dans I'AER pogx K. C’estle seul
cas ou I'on puisse écrire simultanément 'AERI'AEQS. Enfin il est
a noter que la aussi si t = 0 alors [A]J0. LAEQS n’est pas valable
aux envirions de t=0!

c) Transformée de Laplace

dEj_A] = k1.[R] — ka.[A] = k2.[A]

t

% = kz[A] Ro = [R] +[A] +[B]
AR =k [A] - ke [R)

Notons par a, b et r les transformées de Laplace de [A], [B] et [R]
respectivement. Le systeme d’équations différentielles ci-dessus se
transforme en un systéme d’équations algébriques :

p.r—Ry=kp.a—Kkq.r
a=kq.r—ky + keld.a
p 1T =527 3y

La résolution de ce systéme conduit aux expressions suivantes :
+ ko + k3R
P+ ko + ksHRo

r=
p? + p[le1 +ky+ k3B+ kq.k3

k1.Rg
a=
2 + plkq + ky + kaO+ kq.k
p pD1 27 Ka T K1k
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. Ky k3.Ro
p? + pH<1 +ky + k3H+ kq.kg

Appelons p et p les racines de?+ p%lkl + ko + k35+ ki.k3=0.
2
A= Ekl + ko + k3E—4.k1.k3 et donc :

- H{l +ky + k3g+ R/

pl - 2
- ﬁl +ky + k3E|—7A
P2 = 2

Remarquons que les deux racines sont négatives et se|pg

_kRypg1 1 0
a= - 0
Pi=Py PPy PPy
- 01 1 1 1 1 10
b=ky K3 +

Ry - = -
0 Uo+ k Py —p0pP— . u U
1 P P1 %’l pZD P=P1 P2 %l pZD P pZD

avecp,.p, = ky.kg

. Ro [Py tkotks Potky+ksl
PL-P2g PPy P—P;

On applique alors la transformée de Laplace inverse et on aboutit
aux résultats suivants :

ki —Ro
Al =L 70 (hit _ gy
A= )
01 et et O
B] = ky.k3.Rg . + -
[B] =ki-k3.Rg Ekl.k3 P1 - (P1—P2) PZ-(pl‘W)g

Ro G
= + Ky + kg, €1t — [P, + ky + kg[J. €P215
D1—ps 5%31 2+ ksf] %32 2+ kaf- €25

[R]

La premiere chose a noter est I'apparition d’un terme en gxp{p
or |p| étant supérieur a {pce terme diminue rapidement et devient
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négligeable au bout d’'un temps suffisamment long. C’'est ce que I'on
fait dans I’'AER et 'AEQS. Nous avons donc cette fois-ci moyen d’avoir
acces au comportement du systéme au début de la réaction. Si on
suppose maintenant étre assez éloigné de l'origine pour pouvoir
négliger exp(p.t), montrons que l'on peut retrouver les résultats
précédents dans le cadre de leurs approximations.

AER: ks— 0 O pr—p— ki+ky
plaO
kiks  kaK

Plus exactementp = — =_
ky+kp 1+K

KRy 0O kgK.tO

et par conséquentA] - e
p quentA] 1+ Kk PO T, C
0 0
0 ks.K.tm
[B] - Ro. A —expr 15
0 O L
Ro O ks.K.tO
[C] - expF O

1+K D1+KD

Ce sont bien la les résultats obtenus précédemment.

Il est intéressant d'avoir une idée du temps au bout duquel
I'exponentielle en pt devient négligeable. Pour cela il suffit de calculer
P2 si kg tend vers zéro ; on trouve facilement queept équivalent a
- %kl+ kZE' Pour I'AER on peut donc négligeP2! si t est nettement

supérieur & = 1/kq + ko0
p B Koy

AEQS : on néglige toujours le terme éht et on fait tendre kvers 0.

P1— - katk3
Ky K
P1 - K
2+ K3

p2 - —H(2+k35

Vol. 86 - Juin 1992



904 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

En reportant dans les expressions des concentrations en fonction du
temps :

Ry - kykg
[A] . 1'—e k2+k3
Ko+ Kg
. Kiks

T kot+ky O
B] - Ry — 2+ K3
[B] 0% € O

Ky Kg

[R] - Rye katks

Encore une fois, ce sont bien les résultats obtenus précédemment;
seulement le termeP>! est négligeable si t est nettement supérieur a
1/k, + k

tha + ks

Etudions également la dérivée de [A] par rapport au temps.

d[A
% = ky[R] = K + KA

o k1.Ry . Tk; + ky0 o
KiRo B bk, + ke P k, + k0’2 . PRI

= +k, + g +k, + e ———— [T — @2
PP, %1 2+ Ky gjz 2+ K Pi-B %P o
Développer cette expression n’apporterait rien, mais il est en

revanche important de noter que le termeeBrd ne s’élimine pas.
Autrement dit, méme aprés un temps relativement long, la relation
d[A]/dt = O n’est pas trés bien vérifiée. Mais bien sir le fait que dans
I'’AEQS k4 tende vers 0 fait que d[A]/dt est toujours petit.
Schéma (2)
k
1
O r—8
k
2
@ B—a
k
3
® aA—8

Les principes de calcul étant les mémes que précédemment, nous
nous bornerons a énoncer les résultats.

B.U.P. n° 745
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a) AEQS

Appliquons le a I'espéce B. Pour que ceci soit valable remarquons
des a présent que celle-ci doit étre stable, c’est-a-dire gdeikétre
grand devant ket k3 :

ko >> kg etkg

d[R] _

dt - kl[R]
AR = 11 - koAl
AL = ) - kalB] + KylR] = 0

La résolution de ce systéme conduit aux expressions suivantes :
[R] = Ry.e™fat
[A] =Ry (1 — e k)

[B]:& — (kg — ky) &K'
kz%(3 (ks — ki) 7Y

b) AER

Pour que cette hypothése soit valable, on doit bien sir aveitr k
ks trés supérieurs &k

kl << kz et k3

Si ceci est réalisé on peut écrire :

k
%:k_z:,( %T]:_kl_[R] Ro=[R]+[A] +[B]

Ceci conduit aux expressions suivantes pour [R], [A] et [B] :

[R] — Roe— kl.t
_ KRy Lk
[A]_1+K(l_e )
__Ro K
(B] —1+K(1—€ Y
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siK<<lalors: [A] =K.Ry(1 - ek
[B] = Ry (1 — & ki)

siK>>1alors: [A] =Ry (1 - ek
_Ro Kyt
[B] = m (1-exh

Notons que si k>> k3 >> kg, les résultats fournis par les deux
modeles coincident.

¢) La transformée de Laplace

Nous disposons du systéme différentiel suivant :

() dR]_
o =~ kRl

(if) % = - ko.[B] + k3.[A] +kq.[R]

) A s 8] ks [A]

On a déja obtenu[R] = Ry e X!

Le systeme d’équations différentielles se réduit donc a :

d[B]

g+ k2Bl - ka[A] =kyRoe !

A8 4 ks (A1 -k [B] =

On obtient cette fois-ci :

Al :kkz-ll-k Tk Jl:zk K © e kkmlikz kg —k De_%2+k35t
— + + Ko —
2tks Kop+kz—kg %‘2 3D%<2 3~ ki
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ki — ks.
e ST eleRe g
Comme précédemment I'étude des cas limites permet de retrouver
les expressions obtenues pour les deux types d’approximations.

CONCLUSION

Nous avons essayé de montrer sur ces deux exemples la complé-
mentarité de deux méthodes de résolutions habituellement utilisées en
cinétiqgue chimique. Ces deux méthodes correspondent a des approxi-
mations différentes et ne peuvent donc pas étre mélangées (sauf cas
particulier et encore avec précautions !) ni étre utilisées abusivement.
Elles correspondent toutes deux a des domaines d’applications concer-
nant des situations bien particulieres et ne peuvent jamais étre
appliquées pour t «trop petit».

Toutes les réactions chimiques, loin de la, ne sont pas susceptibles
de rentrer dans le champ d’application de ces approximations. A cet
égard les sujets d’examen ou de concours présentent une image fausse
du probléme : I'obtention d’une solution générale «a la main» en temps
forcément limite ne permet pas, en effet, d’avoir recours a d’autres
hypothéses de départ que celles menant soit a I'AEQS, soit a 'AER.
Enfin il faut noter qu’il peut étre souvent utile de déterminer le
comportement du systéme en début de réaction.

Le développement des logiciels de calcul formel [5], [6] permet
d’espérer, dans un proche avenir, de disposer d'outils autorisant
I'obtention automatique des solutions recherchées, tout du moins dans
le cas ou les solutions analytiques existent.

Je tiens & remercier ici, Monsieur le Professeur BEN-AIM, d’avoir

bien voulu relire la premiére épreuve de ce texte et pour les précieux
conseils qu’il a bien voulu me prodiguer a cette occasion.
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Annexe
Transformée de Laplace), [8]

On appelle transformée de Laplace de la fonction ftjf(t)} la
fonction F(p) telle que :

() =I & PLi(t) dt
0

Son intérét est tout d’abord d’étre une transformation linéaire.

Deuxieme intérét, la transformée de Laplace de f'(t) se calcule
facilement :

&L )} = p.F(p) - f(0)

Ceci permet donc de ramener un systeme d’'équations différentiel-
les a un systéme d’équations algébriques.

Troisieme intérét, sous différentes conditions, généralement ré-
unies en chimie, la transformée de Laplace inverse existe et il y a
bijection entre f(t) et F(p).

Pour l'utilisateur «moyen» il suffit alors de disposer d’'un tableau
tel celui figurant ci-dessous pour effectuer facilement tous les calculs.

Original Image
(1) F(p)
1 1
p
n! .
0 ] (n entiey
p
1
—at —
e pta
n!
—at _
tm€ p+a"*l

B.U.P. n° 745



BULLETIN DE LUNION DES PHYSICIENS 909

01 Opeat_gby 1
- U (p+ad).(p+h)
b—al cate 4 b-a ot p+b
A B R B T LR T
COURBES

Toutes les courbes qui suivent sont tracées dans le cadre du
modele (1), c’est-a-dire :

Les courbes ci-dessous représentent les concentrations de R, A et
B en fonction du temps. En traits épais nous représenterons les solutions
exactes du systéme, en traits fins, les solutions approchées. Les
constantes de vitesses sont données en unités de temps arbitraires.
k; =100 k=100 k=1

H

0.8

0.6

5.4}

A(t) et R(t)
8.2

2 4 ] ] i

On est dans le cas ou I'AER s’applique. Les courbes sont confondues lorsque I'échelle
du temps est «convenable», c’est-a-dire si I'on ne s’intéresse pas a ce qui se passe pour
t petit.
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ky=ky=100 k=1

1 b
0.8k
Rt}
gl
E.-i:
Alt)
o2t
B(t)
0.01 .02 0.03 0.04 608

Etude de la courbe précédente au voisinage de t = 0. En trait fin les solutions corres-
pondant a 'AER. On distingue bien I'écart entre les deux comportements au voisinage
de l'instant initial.

ky=kg=100 k=10

i PR
\ Pl
-~
0.8 \Rm -
o
g8.6 \ ’;'/
l/’
ke
Vd
val [
{.‘
0.2
At
a.g1 0.902 .03 4.04 4,65

On est en dehors de tout domaine d’application d'une approximation. Ces courbes per-
mettent de comparer les solutions exactes et les solutions que donnerait 'AER. On
constate bien que les solutions différent notablement (sauf R(t)).
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ki =ky=100 k=10
Méme chose que précédemment, mais en utilisant cette fois I'AEQS.

kz = 10
14
3 ‘-“
Ks .................
. "‘&\ ,..«e/-----—
AN _
\v
\Q )
0.6 :‘\.\\ -
St
-~ 4
) ‘ N
7 . |
’ -,
{‘"/ q\-—.ﬁ%"
6.2r f *«"-::;::__::1;-
a/ —%-—V:
4
0,61 6.02 0.032 — =
kj=1 k=100 k=10
9.02
0.015
.01 ;J )
e -~
/"’M
0.05: ”’/,
e
0.03 —~ _

On est dans le cas ou les deux approximations s'appliquent et conduisent bien sir au
méme résultat. On s’est attaché a montrer les comportements au voisinage de t = 0
(remarquer les valeurs de t). R(t) n’a pas été représenté pour des problémes d’échelle.
On constate que le temps de transition est trés bref.
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