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Les ouvrages élémentaires de physique n’utilisent que des notions 

succinctes de calcul vectoriel : les produits scalaire et vectoriel de deux 

vecteurs, et le produit mixte de trois vecteurs. L’introduction du double 

produit vectoriel ne fait appel à aucun concept nouveau : elle est 

“payante”, car elle intervient dans de nombreux problèmes 

géométriques et physiques. 

1. Formule de Gibbs 

Le double produit vectoriel AA (Ë AC) est un vecteur perpendiculaire au 

vecteur 6 A ?, donc situé dans le plan 6, c. Son expression est donnée par 

la formule de Gibbs, qui se vérifie en observant que ses deux membres 

ont des coordonnées cartésiennes identiques (on peut aussi en donner 

une démonstration géométrique, plus élégante car indépendante de tout 

système de coordonnées) : 

ou de manière équivalente : 

<A,Ë,,~=(A.~)Ë-(Ë.C)A 

(1) 

(2) 

2. Interaction entre deux charges 

Considérons deux charges qt et q2 animées des vitesses respectives < et 

TP D’après la loi de Biot et Savart, le champ magnétique créé par qt et 

agissant sur 4.2 est : 

- Po¶1- - 
B,,=-- v, A r 

4n r2 
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(r est la distance de qt à q2). D’où les forces de Lorentz agissant entre 
les deux charges : 

(3) 

D’après la formule de Gibbs, si on ignore l’impulsion du champ 
électromagnétique, la loi de l’action et de la réaction n’est pas satisfaite 
dans le cas général. Elle ne l’est que si les vitesses des deux charges sont 
parallèles. 

3. Volume d’un parallélépipède 

Le volume orienté v  du parallélogramme construit sur les trois vecteurs 
8, B et C est égal au produit mixte (A, Ër, c) = A. (6 A ?) = (A,-, Ë) e 

Cherchons une expression intrinsèque de v. D’après l’identité de 
Lagrange, on a : 

d’où : 

En utilisant la formule de Gibbs, on trouve : 

v2=A2B2C2+2(~.Ë)(~.~)(~.~)-A2(Ë.~)2-B2(~.~)2-C’(~.Ë)2 (4) 

ou encore, d’après la règle de Sarrus : 

Ce résultat est généralement démontré analytiquement, à partir de 
l’expression de v  sous forme du déterminant des coordonnées des 
vecteurs A, B, c dans une base orthonormale. Considérons alors la maille 
élémentaire d’un cristal, de côtés a, b. c et d’angles a, (3, y, définie par les 
vecteurs A, 6, t? ([Al= a, ,,.). D’après (4), son volume v  est donné par : 
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(5) 

4. Formules de Lagrange 

A partir de la formule de Gibbs, on obtient immédiatement les formules 

dites de Lagrange relatives à des produits de 4 vecteurs, qui seront 

utilisées plus bas. On peut écrire : 

(AAB). (cAÏ+l)=A. [BA(C&)] 

d’où la première formule de Lagrange : 

(A~&).(C,D)=(A.C)(B.D)-(A.D)(B.C) (6) 

On obtient de même la deuxième formule de Lagrange : 

(AAB).(C&[(LB). D]C-[(LB). $3 

‘[A. (&6)]Ë-[Ë. (C+i 
(7) 

5. Trigonométrie sphérique 

Considérons un triangle sphérique ABC sur la sphère unité centrée à 
l’origine 0 (G = A, . ..) : a, b, c sont les longueurs des côtés ; CL, p, y sont les 
angles dièdres. Nous supposons, sans perte de généralité, que a, b et c 
sont inférieurs à R (ABC est appelé triangle d’Euler) et que le trièdre A, 

B, c est droit. La première formule de Lagrange avec 6=x donne la 
première relation des cosinus : 

cosa = cosb cosc + sinb sine coso (8) 

Considérons maintenant le triangle sphérique A’B’C’ polaire de ABC : A’ 

est le pôle à gauche du grand cercle passant par BC, ce point est situé du 

même côté du plan OBC que A puisque le trièdre A, 6, C est droit. Les 

côtés et angles du triangle polaire sont donnés par a’ +CL = x, a’ + a = x. 

La formule (8) appliquée à ce triangle fournit la deuxième relation des 

cosinus : 

cosa = - COS~ cosy + sinfi siny cosa 

La seconde formule de Lagrange avec 6= A donne : 

v = sinb sine sina 

(9) 
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d’où la relation des sinus : 

sina sinb siny 
sma srnb smc (10) 

Les formules (S), (9) et (lO), dites formules de Gauss, sont très utiles en 
astronomie et dans de nombreux problèmes de géométrie (produit de 
deux rotations) et de physique (étude de la maille réciproque d’une 
maille cristallographique). Leurs démonstrations géométriques 
traditionnelles sont très lourdes. 

6. Décomposition d’un vecteur 

Soit Z un vecteur unitaire et V un vecteur quelconque. Si on pose 
A = ? = ;, 6 = ?, la formule de Gibbs s’écrit : 

On voit que le produit scalaire fournit la composante de ? parallèle à u 
et le double produit vectoriel sa composante perpendiculaire à <. 

Considérons le mouvement de rotation d’un point M, de masse m de 
vecteur position r, autour d’un axe passant par l’origine 0 et décrit par 

le vecteur w. La vitesse de M est v  = o A r. Son accélération normale est 
- - 

donnée par le double produit vectoriel w A (w ~6k) : d’après ce qui 

précède, elle est donc égale à - I%, H étant la projection de M sur l’axe 

de rotation. De même son moment cinétique c= m r A cu A r est égal à r -1 

m r2 fois la composante de o perpendiculaire à T. 

7. Rotation d’un vecteur 

Dans une rotation d’angle 8 autour de <, la composante de ? parallèle à 

u est conservée, d’où les expressions suivantes de l’image ? de 9: 

F=(Z. ~);-cose;~(;^w+sine;~~ 
=coseV+(l -cos0)(ii. V)G+sirflZ~G 

(12) 

La deuxième expression (12) de F fournit aisément la matrice de Gibbs 
représentant la rotation dans une base orthonormée. Les cosinus 
directeurs de < étant notés a, h, y, l’opérateur <,, est en effet représenté 

par la matrice antisymétrique : 
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d’où la matrice de Gibbs, de trace 1 + 2 COS~ : 

COS~+(~ -Cos9)a2 (l-Cos8)aB-ySin0 (l-Cos8)ay+bSint3 

(l-cose)ap+ysine cose+(i-cose)fl* (1 -Cose)py-asine 

dl -CosO)ay-)3Sint3 (1 -Cos9)py+aSinO cose+(i -cose)y2 

8. Mouvement d’un corps solide 

Considérons un solide en mouvement et un trièdre Oxyz attaché à ce 

solide : soit, à un instant donné, Ta la vitesse du point 0 par rapport à un 

repère fixe et o le vecteur vitesse de rotation du solide par rapport à 0. 

La vitesse d’un point M situé en 7 =t% est v  = VO+UA r. Cherchons les 

points dont la vitesse est parallèle à w. En écrivant o A v  = 0, on obtient : 

On reconnait au second membre, au facteur w2 près, la composante de r 

perpendiculaire à w. Par conséquent les points M cherchés sont ceux de 

la droite D parallèle à u et passant par le point 0’ tel que : 

Tous les points de D ont la même vitesse, égale à la projection de va sur 

o. La vitesse d’un point M quelconque défini par r = G + 7 s’écrit : 

+ (k& - i 
” =-------+Or\ r 

2 
(14) 

On voit que le mouvement instantané du solide est hélicoïdal : il résulte 

de la composition d’une translation parallèle à D de vitesse w. va (- +)i/w2 et 

d’une rotation autour de D de vitesse angulaire w (ce mouvement 

Vol 91 - Juin 1997 Le double produit vectoriel... 



126 BULLETIN DE L’UNION DES PHYSICIENS 

instantané, appelé mouvement tangent, fournit les vitesses du 

mouvement réel, mais non les accélérations). 

9. Mouvement de Képler 

Le mouvement d’une masse m soumise à une force centrale 
newtonienne est décrit par l’équation : 

- - 
dv 

mx=-nru2 
(15) 

u désigne le vecteur position unitaire : T= r T;. Le moment cinétique 
<= m TA v, qui est une constante du mouvement puisque la force est 
centrale, peut s’écrire : 

d’où : 

(16) 

On reconnait, au deuxième membre, au facteur a près, la composante de 
d; - perpendiculaire à y, qui n’est autre 
dt que $ puisque 

u. y  = 1, y. $= 0. En intégrant (16) par rapport au temps, on obtient 

I’invariance du vecteur de Laplace A= VAL-~ y, caractéristique du 

problème de Képler, d’où on déduit classiquement le caractère elliptique 
de l’orbite. On obtient de même : 

- d; 
-2 

2du - LAdt=-mr dt u 
l 1 

L2 - =-- u 
mr2 

d’où, en utilisant (15) : 

et, en intégrant par rapport au temps : 

-;=?<A;+S 
L2 

Ce résultat montre que l’hodographe du mouvement est un cercle de 

rayon a/L dont le centre est défini dans l’espace des vitesses par le 

vecteur invariant de Hamilton s. 
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10. Rayonnement d’une charge accélérée 

127 

Une particule de charge q subissant l’accélération a‘ produit au point r 

les champs : 

dans l’hypothèse où la vitesse de q est très inférieure à celle de la 

lumière. Soit t3 l’angle entre â et y. L’énergie rayonnée dans la direction 

6 est proportionnelle au module du vecteur de Poynting ?= Ë h Ë. Le 

champ Ë étant proportionnel à la composante de l’accélération normale à 

T, et les champs Ë et B étant perpendiculaires, on voit immédiatement 

que la distribution angulaire du rayonnement d’énergie est en sin2t3. 
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