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TRANSITION 1S — 2P ET 2P — 1S DE L’ATOME D’HYDROGENE ET
dans le cadre du Systéme International @’Unités

Michel GENET
Groupe de radiochimie, Institut de Physique Nucléaire
Université Paris-Sud, B.P. n°1, 91406 Orsay

Introduction

Au début du 208me gigcle A la suite des bouleversements qu'a subi la physique 2
I'occasion des grandes découvertes de la fin du siécle précédent, plusieurs travaux de synthése
apparraissent en faisant le bilan de ces nouvelles idées : quantification de 'énergie, introduction
de la notion de photon due a Planck, interprétation du rayonnement émis par le corps noir,
théorie atomique de Bohr, théorie des oscillateurs de Lorentz, etc... Pour l'un de ces travaux
Einstein a apporté une importante contribution. Il a montré, en particulier, qu'a partir des lois de
I'équilibre de la thermodynamique concernant un ensemble d'oscillateurs baignant dans un
champ de rayonnement il était possible de paramétriser les échanges d'énergie. Pour ce faire,
Einstein a introduit un jeu de trois coefficients qui portent son nom. L'un, dénommé A, se
réferre a I'émission spontanée d'un niveau excité vers le niveau fondamental, quant aux deux
autres, ils sont symbolisés par la lettre B. Parmi ces deux derniers coefficients, I'un se rapporte
i l'absorption d'énergie du fondamental vers un état excité, alors que l'autre, caractérise un
nouveau type d'émission qui s'appelle stimulée ou parfois induite. Les applications issues de
cette approche vont étre particulitrement fructueuses lorsque I'on s'intéresse en spectroscopie &
l'interaction entre le rayonnement électromagnétique et la matiére. L'atome, constituant de la
matiére avec ses €lectrons et son noyau, représente le sysi¢éme d'oscillateurs et I'énergie est
apportée par le faisceau lumineux utilisé pour l'interaction.

Nous allons developper les calculs des coefficients d'Einstein a propos de l'un des cas
les plus simples, celui de I'atome d'hydrogene pour ce qui concerne les niveaux électroniques
Is et 2p. Nous étendrons ces calculs 2 ceux des forces d'oscillateur et des probabilités de
transition qui sont reliées aux précédents coefficients.
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Présentation des résultats

Pour introduire ces paramétres, on part du schéma de niveau correspondant 2 la transition
envisagée :
Bp & 2p

avec hoy, =E, —E,
Wy, : la pulsation qui s'exprime par @ =21 v=2x %

ga, 8 : la dégénérescence de a et de b.
En absorption la transition de a vers b va étre caractérisée par la force d'oscillateur f(ba) :
f(ba) _ 2m a)bal. S(ba)
3he g,

oll m est la masse de 1'électron, & la constante de Planck divisée par 2m, et e la charge
élémentaire. S(ba) représente la "force de raie”, sa valeur ne dépend pas du sens suivant lequel
la transition est effectuée : absorption ou émission, et :

Sbay = Saby= & T [(opdyMy | R| aglyMy ) |2

M a’Mb

o, et oy, sont des nombres quantiques supplémentaires qui permettent de mieux préciser les
érats a et b. Quant & I, Ji, €t My, My, se sont respectivement les moments angulaires totaux et
les nombres quantiques associés a J (que I'on note parfois Mj ), des états a et b.
R est un opérateur qui en fait sera représenté comme un vecteur, il correspond 2 la distance
moyenne, par rapport au noyau, de I'éléctron i qui subit la transition. Pour un atome
polyélectronique (a N €lectrons) :

N
R=3ry
i=1
Nous avons volontairement omis d'ajouter la fléche qui précise la notion de vecteur.
Puisqu'il s’agit de I'atome d’hydrogéne avec un seul électron, alors : R=r

La force de raie est reliée, pour I'absorption, au coefficient dEinstein B(pa) par la relation :
4n?
B = ——123
(ba) 30 g, (ba)
Et & I'émission du niveau b vers le niveau a, au coefficent :
3
4w

Apy = .S
(ab) m (ab)

ou c est la vitesse de la lumiére.
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En réarrangant et en tenant compte de l'expression de ® on obtient :
A@b) = ﬂ;ié - S(ab)
3hc N gy
Ay = ooy — L Sab)
3n X gy
A des coefficients constants prés, tous les calculs reviennent donc 2 celui de S(ab). Ces
coefficients sont souvent estimés 2 partir du systéme des unités atomiques.Il est préférable de
les exprimer 2 partir du Systéme Internationnal : S.1.
On constate que S(ab) aura comme unités celui du produit : e2. a(2) puisque le calcul de
1'élément de matrice va étre exprimé en ag et qu'il intervient au carré.
Dans le systéme S.L, le facteur e2 se trouve divisé par le facteur 4meg = 1,112. 10-10 F.m-1
alors avec les valeurs habituelles pour la charge élémentaire et le rayon de la premiére orbite de
Bohr:
e = 16.107 C
ag = 0,520.10"m

Pour simplifier, on peut chercher a établir une formule globale, dans ce systéme d'unités, qui

} e2. a = 0,644.10%¥ 2. m?

exprime en un seul terme, 'ensemble des constantes qui le constitue, sachant que, # = 1,054 .
10-34Ls. Si, de plus, pour des raisons de commodité, on souhaite exprimer A en A, alors :
Aty = 2,02 . 108 Sep)
XAy b
On montre facilement que ce coefficient a une dimension correspondant a : (seconde)-1
Parfois, il est aussi commode d'utiliser le systtme d'Unités Atomiques, pour lequel:
e=4,77.10-10 €.s.u.
c'est la valeur de charge €lémentaire dans l'ancien systéme des unités électrostatiques (C.G.S.)
a9=0,529 A =0,529 . 108 cm
c'est toujours le rayon de la premiére orbite de Bohr, d'oil :
e a} = 6,46.10™ esu.cm’
Etavec: h = 1,054 . 10-27 erg.s et si, de plus, A est en A, alors :
32

A = S
@) 371054 102 B (A) 105 gy
A 323096 . 107 10% s
@) T3TTL054 . B (A gy
3,13.10%3
A =3
(ab) 3 A) g (ab)
Si on prend en compte l'unité de S(ab) c'est 2 dire celle du produit : e a(z) ,ona:
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53 —36
A =3,13. 10% . Sy, - 6,46 . 10
(ab) KA. g
2,02 . 10'®

@) ~ 23 (A g, @

On retrouve donc bien la méme formule générale.

Déroulement du calcul de S(ab).pour I 'h 0

Sy = ¢ (o I M| 1| aJ,Mp) | 2
(ab) Mle bbb aaal

a"b
11 est commode pour ce type de calcul d'exprimer r sur la base des harmoniques sphériques.
_ 1 . 4
=% —2-(xi iy) = ?'r'Yltl

4n
T =z=,’—3—.r.Y10

On peut aussi exprimer r suivant ces composantes X, y, z, en se servant des harmoniques
sphériques, de cette fagon, on a les correspondances suivantes entre les coordonnées :

cartésiennes polaires harmoniques sphériques
1 4n
in 6 —= =1 (Y11 - Y
X r sin 8 cos ¢ NAE r (Y1 1)
4n

y rsin 8 sin ¢ — i+ Y1)

3

z rcos 9 "%’E r Yo

Le calcul de 1'€lément de matrice, dans le cas de 'émission, revient a ;
2 2
< o g My Fr|ogdaMy) |~ = l<¢2p|r|¢1s>|
Chaque ¢ monoglectronique s'exprime comme :

0= = Poi . Yim @.0)= Ryy (). Yim(®, ¢)

n
T

puisque r s'exprime en fonction de r.Y|y;, I'évaluation de I'élément de matrice fait apparaitre

-

deux types d'intégrales, I'un portant sur des produits de fonctions radiales avec r et 1'autre
conduit aux produits de trois harmoniques sphériques.

pour la fonction 2p, on considére le jeu : n' I' m'et le jeu:n m 1 pour la fonction s

Dans ces conditions on sépare les parties radiales des parties angulaires:
<¢2p|rI¢1S>=<n‘l‘m'IrInlm>=<P2p|r|P15><1'm'|YLMIlm>
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En fait, on constate que les expressions des moments angulaires totaux J et de leurs projections

M, apparraissent, pour le calcul, sous forme des moments cinétiques orbitaux 1 et de leurs
projections m, qui sont souvent notés : my

On va d'abord traiter d'abord les parties radiales :
312 2 .
B, (0= (i] LS S
a

1 L17) _r
P, ()= (—J J2r.e M

a

< Blr|PB, > =[P, .r. P dr

Na,) V6 " a,
Ce type d'intégrale est du genre :
- 1
n —ax n
:[x e dx= s

=0 3 ’ 3

il - 4 2a, dr
13 i - 3
2 _r 4 230
U%J

1Y 1 4 1.2.3.4(2a,)’
2,

— . = =129 a
a, N 3Y  al. V6.3 o
2a,
| < Py |r|P, > |7 = (1,29 2" = 1,66 a}
Pour les parties angulaires, il s'agit de calculer :

<1'm'|YLM|lm> =
x

2x
[sin0d e [Y,. ©¢). Yy ©.0). Y, 6.0). d ¢
’ 2%,x ’

avec | Y[, 0,0). Y, 0.0).Y,, 0,¢).d Q

0,0
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enposant sin®.d0.dg =dQ

Ce type d'intégrale peut &ue calculé de trois fagons différentes :
- utilisation des symboles "3j"
- utilisation des coefficients CK
- utilisation des coefficients de Clebsch-Gordan

Utilisation des.symboles "3j" (voir détails des calculs en annexe).

[eT+DEL+D)EI+1) ' L 1Y /rL1
an -m' Mmj/ \0 00

<I'm|Yy|lm > = )~

Les symboles 3j entre grandes parenthéses correspondent au couplage de deux moments
angulaires vis a vis d'un troisieme. Toutes les possibilités sont déja calculées dans les tables de
Rotenberg (1959). Ces intégrales sont différentes de zéro si les conditions correspondant 2 la
régle de triangulation sont remplies, c'est & dire, il faut, 2 la fois, que: :

-mM+M+m=0 ,doncM=m'-m

et que la somme : I' + L + 1 soit un nombre entier pair.
Pour une transition dipolaire €lectrique, c'est le cas envisagé pour la transition, I'expression de r
en harmoniques sphériques nous impose L = 1 et dans ces conditions on doit retenir pour M
I'égalité M =m' - m.

Utilisation des coefficients Ck (voir détails des calculs en annexe).
IIs sont calculés et correspondent directement aux intégrales que l'on recherche :

4n

C'(im, I'm') =
(m ) 2k+1

< Ylm | Ykm—m' ' Y'm' >

Attention au sens de I'écriture des harmoniques sphériques. Pour Y'autre écriture, il faut utiliser
une conversion des Ck,
Ck(Im, I'm') = (-1)M-M’ Ck(I'm', 1m)

Pour les harmoniques sphériques de ¢ppona:l'=1letm'=+1,0,-1

Les Yy & considérer sont donc : Y3 Yio Y1

Pour ¢15 : 1=0 et m =0, donc la seule possibilité pour Yy, est : Yoo

Et pour r les jeux pour Y|\ ont déja été donnés,il s'agit de : Yji, Y10, Y1-1 c'est 2 dire les
mémes que pour ¢2p.

En tenant compte des régles de triangulation, les seules intégrales a calculer sont indiquées ci-
dessous, ainsi que leurs valeurs:
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i 1
3 (Y | Ya Y )= € (L00)= + =
hud 1
7 (Yo | Yo Y )= €' (1000)= + 5

An
3

i , ., 1
(_3_<1m|YLMIYw>)z=§

1
(i | Y N )= © (-100)= +

Si bien qu'au total :

|(¢2p|r|¢ll>|2=|(P2pIrlpll)|z‘ |<]'m'|YLM|1m)|z
1 5§
=1,66ag.§-=§ag
On rappelle que S@b) = e Y |{opIyMpr|oda My )2
My M,

Pour les parties radiales I'intégrale n'intervient que par une seule valeur, par contre, il y a trois
intégrales pour les parties angulaires dont chacune représente, en fait, une possibilité

d'absorption suivant que la lumiére est polarisée en x, y, ou z. C'est aussi ce que représente le

signe 3 . Donc la somme de ces trois possibilités, correspondant aux trois intégrales est :
Ma,Mb

=1

+ —+

W | =
W | =
W] -

Et:
2
Sas,2p) = AL O | 7] 0, )]
1
Stnzp= ¢ 16683 3.3

5 Lz
Stsap) = 3 en unité e’ a

La transition 1s <> 2p de I'hydrogine est observée 3 : A= 1216,68 A
et le niveau initial 2p, en tant qu'orbitale de type p, a une dégénérescence de 3, donc gyp =3,
dans ce cas on peut calculer le ceefficient dEinstein 2 I'émission spontanée, on obtient :

18
A _202.10%. s,
(1s.2p) NA) g,

-1

2,02 . 10" 5 10,10 . 10"

A = .= = 6,25. 10" s~
(s2) (1216,18 . 3~ 3 1,79.10° . 9
Du coefficient A5 g5y on tire le temps de vie radiatif du niveau 2p.
T = ! = 0,16.10%s.

= 3
Agszpy 62510
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A partir de la connaissance de la force de raie : S(152p) = S(2p,15) On peut acceder directement 3
la valeur de la force d'oscillateur & I'absorption : f(3p 15). Au préalable nous allons suivre la

méme démarche que précédemment en exprimant les facteurs constants de la formule générale
dans le systéme S.1, en ne conservant que les variables A et g, dans I'expression finale, ainsi

compte tenu du produit e2 3(2) (unité de Spgy), Ona:

2m . 2w —
f(ba) — 2m .221[\' . S(bﬂ) = 7 . S(ba)
3h. € g, 3h.¢e" g
2m.2®. ¢
£, = =022 ?al. S
(ba) = 3 e’ L. g, € % o)
(o291 1073, 2n. 3. 10%.(0,529.1071%)2 s
(ba) 31,054 10702 5, (107™°) . ga (ba)
PR 1072 .(0,529. 107°)? _95,29.107. 10%
(ba) ~ = 10 Sba) = * S(ba)
3,16. 1074 4 . 107 g, 316. 44, - 8
303,7
fb) = 3 -4 Sow
(Ay ©a

L'application i 1'atome d'hydrogéne correspond 2 l'absorption du niveau 1s vers le 2p suivant :

2m m2p<—1s 2

f = S is, S =2
@19 T T2 g - us2m TS Sopa) T3 € %
S

21’!1.(1)29(_1S 2 2 a2

donc f = — ZRTe
? 2p, 1 2 :
@p. 15) 3. ¢ g 3

Application 2 la transition 1s — 2p, pour laquelle le niveau 1s est monodégénéré, donc gys=1.

D'autre part, on a toujours : A = 1216,68 A et Sibay = gen unité e?.a}

Dans ces conditions, A 1'absorption la force d'oscillateur est égale a :

303,7 .5 15185
£ = 2 = > = 0,416
Zp. 1) 1216,68 . 3 3650,0

On vérifie bien par 'équation aux dimensions que la force d'oscillateur f est sans dimension.

De cette valeur, on peut aussi extraire la force d'oscillateur 2 I'émission a l'aide de la relation :
81

= _ Bs
fas, 2p) 5 fap, 19)
fas, 2p) = - % 0,416 = - 0,139
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D'aprés les conventions de signe, I'émission est de signe contraire a4 l'absorption et cette
derniére est prise positive.
Toujours a partir de la force de raie on peut procéder au calcul du coefficient d'Einstein en

absorption on a :
4n’
Biba) = 372 5, Sow

Soit pour la transition 1s — 2p

B -
@p.19 7 37,054 10)%. 1 ~@RIS)
an’ 5 "
Bp,19) = 31110 3 ©644- 10 dans le S.L

3
_ 140,01 22 _ 21 m
Bap, 1s) = 1110.45 107 = 1,26 . 10 T

Contrairement au coefficient d'émission spontanée qui s'exprime simplement en seconde-l:

celui qui caractérise l'absorption est, comme on le voit, en : m3.J-15-2, En fait, la notion méme
d'absorption implique que le systéme sur lequel on réalise I'expérience se trouve soumis a un
faisceau de lumiére monochromatique délivrant au niveau de I'échantillon un nombre constant
de photons a une longueur d'onde donnée et fixe. Dans ces conditions, nous sommes conduits
a introduire la quantité : U,dw qui représente I'énergie de n photons (#) par unit€ de volume
et dans l'intervalle allant de © 2 w+dw, on montre que :

U_nhm’_n h2m e h 2
e Tt R Y X
Remarque : I'énergie par unité de volume est parfois définie en fréquence v et non pas en

pulsation ®. Comme ® = 21tv, et que : Uy, dw = U,, dv, les expressions de Uy, et Uy, sont

. U p . Lo .
reliées par : Uy, =2—"“ . Les conséquences sur les expressions qui relient les coefficients sont,

par exemple :
. n’c’
en pulsation : B(ba) = Y A(ba)
3
p c
et en fréquence : B(ba) = v A(ba)

On conserve les expressions en pulsation et donc en revenant au calcul précédent :

1,054, 107%.0,64 _ 0,67.10° Js
N
A

Uy = n 10y =n. TS en —
en dimension, on voit alors que le produit correspond a

m’  Js o
— = seconde

B(ba)'Um :ﬁ‘ma

Si bien que c'est le produit : B(ba). Uy, qui a la dimension de l'inverse d'un temps, comme
A(ab).
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Pour I'atome d’hydrogéne, avec A = 1216,18 A les calculs conduisent 2 :
0,67. 107 1.s

n. _—""-"_‘T €n _3—
(1216,18) m

-4
n.M = 3,710™ .n en —
1,79. 10 m

Uy =

Uy =

Le coefficient

Bap, 19°Vo = 1,26.10* . 3,7. 10™ .n  en seconde™

B2, 1-Y0 = 4,66 . 107 . n en seconde™
On rappelle que n est le nombre de photons d‘énergie #® dans lintervalle do.

Il est facile de vérifier que I'on retrouve bien la méme valeur de la force d'oscillateur en
absorption si on utilise la relation qui exprime cette force en fonction du coefficient d'Einstein.

c _m.)‘z.(.t)zl”_]s B
2p, 1s) ~ e e? © P(2p, 1s)

_9,110™*. 1,054.10™. 2n. 3.10°. 1,26.10”

f =
(2p, 1s) 2107®
2.(3,14)* . 1,610 AAr10™®
€
227,7.107%
f = 2l .4
@p.1s) ~ 50,48. 10 . A(A) ™ &

. _ 451107 112107 _ 50510 _ 505
(2p. 1s) rA) MA) A(A)

L' application pour 1s — 2p ,avec A = 1216,18 A donne :

505
fap 19 = g5 = 0415

On retrouve bien le méme résultat que précédemment
De méme que les forces d'oscillateurs, les coefficients d'Einstein sont reliés entre eux

par les dégénérescences des niveaux. Il est donc possible de calculer le coefficient d'Einstein en
émission stimulée connaissant celui en absorption, ainsi :
ga - B(ba)= 8b - B@ab)
81s- Bep, 15) = &2p - B(s, 2p)
1. 1,26. 1021 = 3, B(is, 2p)

et finalement :

_1,26. 107 " m’
B(ls, 2p) = —3— = 0,42 10 €n T s

3

En dehors des forces d'oscillateurs et des coefficients d'Einstein, il existe une troisi¢me
voie de mise en équation de ces phénoménes qui consiste i les formuler en terme de probabilité
de transition par unité de temps. Cette derniére fagon de procéder est plus commode lorsque
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I'on souhaite faire un bilan entre I'énergie qui entre dans le systéme 2 l'absorption et celle qui en
sort a I'émission, que se soit sous forme spontanée ou stimulée. En généralisant la notion de
coefficient, les formules auxquelles ont abouti, pour la probabilité d'émission spontanée, sont

les suivantes :
40’

Wspom (ba) = A(ba) = M . S(ab)

4e*

Wspom (ab) = A(ab) = —3hc3gb . S(ab)

= — 8 -1
Wopont (15, 2D) = Agg 500 = 6,25.10° s

et celles-ci pour les probabilités d'absorption et d'émission stimulée :

40’.n
wabs (ba) = ﬂ. S(ab)= Wstim (ba)
40°.n
W ab) = ———. § .= W_. b
abs (ab) 3hc’gb (ab) stim (ab)
4n? nho® 40’. n

- g, @) g%t -
Nous avons déja obtenu l'une de ces probabilités, en effet :
Bopis Un = 4,66.10".n ens' =W, (2p,ls)

W (b2) = By Ug g, S

Nous pouvons calculer la troisieme a l'aide des relations :

Wabs(ba).ga = Wsu.m(ba).ga = Wabs (ab).gb = Wmm(ab).gb
Si bien que :
Wabs @2pds) . 1 = wsu'm (1s,2p). 8p = WSlim (1s,2p). 3
W 2p,1s 107
Wi (15,2p) = —abs CRI) _ 4610 ss107n 5

3 3

En résumé€ pour la transition 1s ¢ 2p de 'hydrogéne :

Absorption Emission spontanée Emission stimulée
ou induite
Force d'oscillateur 0,416 -0,139
Bopis) 1,26.1021 m3.3-1.52
Ason) 6,25.108 51
Bisop) 0,42.1021 m3.J-1.5-2
Wabs(2p,1s) 4,66.107n_ s°1
Weponi(15,2p) 6,25.108 s
Witim(18,2p) 1,55.107.n s
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On rappelle que n est un nombre de photons (kw) dans l'intervalle dw. On a aussi, Uy qui
intervient dans les expressions des probabilités de transition et qui représente une densité
d'énergie en Joule par metre cube, délivrée pendant une seconde.

En guise de conclusion

On peut se demander quelle est l'utilité de tels calculs, en fait, pour ce qui concerne la
phase gazeuse que nous venons de traiter, c'est le milieu qui représente le moins de difficultés et
qui permet d'atteindre un ensemble de valeurs essentielles pour la connaissance de la structure
électronique des atomes et des ions gazeux. Pour cet état physique, les physiciens théoriciens se
préoccupent surtout de la force de raie c'est 2 dire, du parametre : S, en revanche, ceux qui sont
impliqués dans la mise au point de lasers 2 gaz, s'intéressent plus aux valeurs des probabilités
de transition. Dans tous les cas, les forces d'oscillateurs restent sans véritable intérét théorique
ou pratique mais apporte une information 2 titre de comparaison entre différentes transitions au
sein d'un méme édifice électronique.

D'une fagon plus générale, il convient aussi de se demander ce qu'il advient pour
I'évaluation de ces effets lorsqu'on fait appel a I'état condensé qu'il soit solide ou liquide.
Contrairement a la phase gazeuse, c'est la notion de force d'oscillateur qui va devenir
prépondérante. Pour I'état solide, on sait, & partir du relevé d'un spectre, estimer une force
d'oscillateur "expérimentale” de laquelle on peut assez facilement, par la théorie de Judd-Offelt,
obtenir les valeurs des probabilités de transition. Néanmoins il faut s'assurer que la transition a
bien lieu entre niveaux €électroniques purs, sans contribution des énergies de vibration du
réseau, et que la symétrie du site que I'ion occupe dans le cristal est bien connue de fagon i
pouvoir prendre en compte les effets de champ cristallin. Les récents calculs ab initio de ces
facteurs ne sont pas satisfaisants.

Enfin pour l'absorption des ions en phase liquide l'identification des raies d'origine
uniquement électronique est rendue trés difficile A cause des vibrations entre I'ion considéré et
les molécules d'eau, si on travaille par exemple en solution aqueuse, (ou d'autres ions) de son
environnement proche. Si bien que la bande d'absorption est seulement interprétée comme une
diminution d'intensité lumineuse I, 2 une longueur d'onde donnée, suivant la relation qui traduit
la loi de Lambert-Beer, 2 savoir : I = Iy.e -€IC, Dans cette expression, 1, en centimétre,
correspond au parcours optique du faisceau dans la solution, C 2 la concentration molaire de
l'ion étudié, et € est le coefficient d'absorption molaire exprimé en L.mol-l.cm 1. Dans ces
conditions, dans le coefficient € se trouve "caché” les forces d'oscillateurs et les probabilités de
transition relatives a l'ion en question. Actuellement on sait extraire du spectre d'absorption ces
informations d'un point de vue phénoménologique, comme pour 1'état solide, mais on ne sait
toujours pas les calculer de fagon satisfaisante.
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ANNEXE :
Calcul ird boles "3i"

Soit A calculer I'une des intégrales conduisant 2 la valeur de la force de raie,par exemple :

33 (110) (110
(Yn IYll |Y0°) = (_1)]' an (—] 1 0) (0 0 OJ

Les tables de Rotenberg et al (1959 ) donnent directement les valeurs des symboles "3j" au
carré, et suivant une €criture et un code d'évaluation particuliers qu'il faut décoder avec les
indications des auteurs pour obtenir la valeur exacte du symbole (voir gi-dessous). La
hokd

avec comme correspondance pour les
m, m, m,

formulation générale du symbole "3j" est :[

valeurs de j et de m celles de 1'élément de matrice que l'on cherche a calculer :

<Yj1'“1 sz"‘z Yja“‘a

> , ce qui , dans notre application devient :

1102_1102_01_203_1_1
-110) {1-1r0) 7 "7 73

Pour trouver rapidement dans les tables la valeur d'un jeu on peut repérer un symbole d'écriture
voisine de celui que I'on recherche, en effet, la permutation de deux colonnes ne change pas la
valeur du symbole. C'est ce qui est appliqué dans le symbole que nous venons de calculer.

Pour le deuxi¢me symbole on obtient :

11 oy of = 1
000/ ]

ro)looa) = - () -3
JeE

Donc au total,

<Y11|Y11|Y00> = Jan 0 3 an

Calcul du deuxiéme produit d'harmoniques sphériques.
33(110Y(110

Y, Y, 0¥ >= —1°.,/—
<‘0|10'00 =) 4t \000)1000

o (110Y 1
on sait déja que : = - =
000 3

et, donc :
110 110y -1 -1 1
000j/looo) " V3 V3 ~ 3

U N . — 1_
d'ou: <YIOIY10|YOO>— 1. '—n‘ . 5— ﬁ
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Calcul du troisi¢me produit :

) - (10 ()

-1 1

3 1
R R Vo
Les trois produits ont donc la méme valeur —l . On poursuit et on termine le calcul par I'
arn

intermédiaire des coefficients Ck dont nous rappelons la relation avec les produits

d’harmoniques sphériques que nous venons d'évaluer et qui sont, en fait, les valeurs

N
< (tm. £m) = o <th|YLm|Yt m')
00) = 4% a1 1
C' (11,00) = 3 - (Y Y [Yo)= J T T

C'est une fagon de se débarrasser du facteur 47 qui intervient dans tous ces calculs. On retrouve

recherchées :

bien les mémes valeurs des Ck que celles qui ont été déterminées 2 partir des expressions des
parties radiales et des parties angulaires.

Calcul en utilisant les coefficients de Clebsch-Gordan

Ces derniers sont reliés aux symboles "3j" par :

(phThm o i b
e <Jl I ™y m2| hodpd _m> = [ml m, m)
j et m jouant le rdle de j; et my dans I'expression générale du symbole "3j".
Avec
j=]1+J2, les valeurs de j dans ce couplage allantde : j;+j,, ji+ip-1, ,0, lj;-jp!
etavecm=my +my =j,les valeursde m allantde : j,j-1, ,0, .

Les tables des coefficients de Clebsch-Gordan nous indiquent, par exemple, que :
1
11 -1-1|1100) = =
( 1100 = %

Donc le premier symbole "3j"que nous avons calculé auparavant pourrait étre obtenu aussi par
l'atilisation de ces coefficients, ainsi ;

COTZ yrijii00)y = &0 L o —=( L 0)

2.0+1 V143 3 |-110
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Que ce soit par les symboles "3j", par les coefficents Ck, ou par ceux de Clebsch-
Gordan, on voit bien qu'il s'agit de différentes voies pour aboutir au méme résultat. Pour ceux

qui souhaiteraient aller plus avant dans l'utilisation de ces tables, ils trouveront, par exemple,
dans le livre de Mitchel Weissbluth, cité en référence, tous les détails nécessaires au

déroulement complet de ces calculs.
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